Appunti dalle lezioni del corso di

Teoria del segnali

DISTRIBUZIONE GAUSS ANA UNIDIMENS ONALE

Prof.Alessandro Neri



INDICE :

-Distribuzione Gaussiana unidimensionale. .............oovuiii i
-fUNZIONE CArAttENIStICA. ... ve ettt e
SFUNZIONE 0 I TOM . . ..t e e
SMOMBNEE . .. e
-Distribuzione Gaussiana N-dimensionale..............coouviiiiiii i
-FUNZIONE CaratteriSCA. ... ee vttt e et e s
-Funzione di densita di probabilita condizionata...............c.ccoeeiiiiiiiiiiiciiee e

-Distribuzione Gaussiana bidimenSioNale. . ......coee e e e

....pag.3

..pag.5

..pag.5

...pag.7

..pag.8

.pagls

.pag.19.

.pag.22



Distribuzione Gaussana unidimensionale

2 - DISTRIBUZIONE GAUSSIANA UNIDIMENSIONALE

DEF.1- Unavariabile aleatoria unidimensionale s dice gaussiana o a distribuzione normale, sela

suaf.d.p. € del tipo:

(x-m)?
) 2

1
1
Vs ?

R(x) =

cons? 0.

Si noti che tale f.d.p. & completamente descritta da due parametri m e s* che rappresentano
rispettivamente il valore atteso e lavarianza dellav.a. X. Per laverificadi cio’ s puo fare

inizidlmente riferimento alav. a. centrata e normalizzata'Y con

y=X-m B
S
In tal caso,essendo I’ integrando una funzione dispari,si ha:
¥ y2
E{V}= 0—e Zdy=0 ©)
VP

Ed inoltre per lavarianzadi y s ha

<
)

s2efy-mp)- by e Ty =y tde T =T L ym1 (o
’ ’ -¥ \/5 -¥\/% A\/% By -¥\/5

Conseguentemente essendo :

X=S y+m (5)



Distribuzione Gaussiana unidimensionale

Si ha
m =E{x}=E{s xy}+m=m (6)
s ?=EJ(x- m|=E,fs »w}=s %E {y*}=s" ©
c.v.d.

Laf.d.p. gaussiana unidimensionale e larelativa funzione di distribuzione sono riportate in fig.1lae

1b rispettivamente.

prlx) Di(x)

—+1.0

—+0.4
—+0.2
X | I | I | X

1 Il 1 1 Il
T 1 T 1 1 T T T 1 T 1 T
m-30 m-2c m-o y mto m+lo mtic m-30 m2c6 m-o m m+tc mtlo mt+ic

Come s vede datale figura, laf.d.p. € ssimmetricarispetto am e unimodale (cioé con un solo
massimo). Inoltre la probabilitachelav.a cadanell’ intervallo[mS ym+S ] e pari a0.683.

Analogamente la probabilitachelav.a. x cadanell’intervallo [m2S ) m+2S ] e pari a0.954
mentre,

la probabilita che essa cada nell’intervallo [m3S ,m+3S ] e pari a0.977.Per taleragione le

specifiche degli errori di picco sono convertite in valori a3S nei casi pratici qualora venga
adottato

un modello gaussiano per tali errori.



Distribuzione Gaussiana unidimensionale

2.1-FUNZIONE CARATTERISTICA

Per il calcolo dellafunzione caratteristica Px(?) si pud procedere considerando ancoralav.a.

. . m+ X
centrata e normalizzatay per laquales ha y=
y N , Yoty 4k y (y-i2px )’
« iy € 2 € 2 2232 i .e 2 - op22
P (x)= dy = O e* dy=e*" F——-—dy=e?® ©®)
TS AT S 5 Vp
Pertanto poichéx =S y-msi ha:
~ ( ) I '(X- m)2u
d 01 e P 1 | 2s i s i i _op s 2
P.(x)=Aj e =" y=—A] y=—P (sx Jg ' PM =g | Pmg P ©)
K B %Slﬁhy()
1 b

2.2- FUNZIONE D'ERRORE

Lafunzione di distribuzione Dx(x) non puo essere espressa per mezzo di funzioni elementari.
Pertanto in passato sono stati sviluppati algoritmi per il calcolo numerico di tale funzione,nonché
espressioni asintotiche.

In generale, nellaletteratura, piu che alafunzione di distribuzione si fariferimento allafunzione d’
Errore. Ladefinizione di tale funzione non e universale,pertanto occorre ogni volta controllare la

definizione adottata dal singolo autore. La definizione qui adottata € la seguente :
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Funzioned’ errore

erf (X)z%p E‘p “t (10)

Funzioned’ errore complementata

erfc(x)=1- erf(x) = %p;‘)e “dt 11

In base atali definizioni s hache

X (t-m)?
1 == 1é - mou 1 aex mo
D,(xX)= ¢ e = dt=Zgl+erf¢ 12
() m el ex/_ Z(Lil e\/_ Q)

Una buona approssimazione dellafunzione d’ errore complementata, per grandi valori dell’

argomento e data da

erfo(x) @t e 13)
Vpx
Tale approssimazione asintotica puo essere ottenuta integrando per parti la (11) ottenendo
. 171

21 . 1 .
erfdx)=- == —de’ =—e ¥ - —— =€ dt (14)
o Jp O Jp B &

Poiché il secondo integrando e ovviamente positivo si ha

erfc(x)Eﬁe (15)

Ed inoltreil contributo trascurato tende azero a tenderedi x a + ¥

Migliori approssimazioni, ovviamente piu complesse,sono riportate in [BURJESSON e

SSUNDBERG,1979].
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2.3-MOMENTI

| momenti centrati m*” di ordine n di unav.agaussianavalgono :

i0 n dispari

™ =

16
1186%..4{n-1s" npari 18

Una dimostrazi one della precedente relazione puo essere ottenuta tramite I’ impiego dellafunzione

caratteristicadellav.a. centrata e normalizzatay data dalla (2) osservando che:

L 1 any(X) _ 1 dne—2p2x2 _\l 0
ely }_( i2p) dx" *OT(Cj2p) dx" ¥ {1%6x..4{n- 1) a0
da cui ricordando che
m = EX{(X- mx)“}: Ey{s ’y”}:s ”Ey{y“} (18)

segue immediatamente la (13) c.v.d.
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3-DISTRIBUZIONE GAUSSIANA N-DIMENSIONALE

DEF-2 : Unavariabile aleatoriax N-dimensionale si dice gaussiana, o a distribuzione normale, sela

suaf.d.p. congiunta é del tipo

1 2% m ) k- my)

P(X)=— e’ (19

(2p )2 y/detlk,|

in cui Kx e unamatrice (NxN) definita positiva.

Lacondizione che Kx siadefinita positivaassicural’ esistenzadell’inversa K;' elaconvergenza
dell’ integrale dellaf.d.p. . Unadefinizione piu generale che includeil caso in cui Kx sia
semidefinita positiva puo essere ottenuta facendo ricorso allafunzione caratteristica e verra
introdotta nel seguito.

Il vettore mx e lamatrice Kx rappresentano rispettivamente il valore atteso e la matrice di
covarianza dellav.a. (come verra dimostrato nel seguito).

Una notazione comune per indicare un v.a. gaussiana e la seguente :

x»N(m, k,) (20)
Primadi dimostrare che mx e Kx rappresentano il valore atteso e la matrice di covarianzadellav. a.
e utile dimostrare |a seguente proprieta
PROPRIETA’ 1- Unatrasformazione lineare invertibile Y =A X di un av.a. gaussiana & ancora

gaussianacon

|3
I

Am, (21.a)
AI< X

Ky AT (21.b)
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PROVA- Per dimostrare tale proprieta si puo applicare direttamente laregola del cambiamento di

variabile e osservando cheil determinante jacobiano € proprio pari adet[A‘ 1J s ha:

Satym K atym,) 2y~ Ame (2] i (y- Am,)
P (y)= P (Aty)ldeat]=—&= ez 22
LU oA O e e ry et s e e
ovveroponendo m, = Am,, K, = AK,A" ericordando che
K;'=(AK AT = (A KA (23a)
det[Ky] = det[K | {det[ A])’ (23h)
s hache:
_ 1 Slem) i)
Py(y)_ (ZD)N/ZJdethyJ € (24)
c.v.d.

Per il calcolo del valore atteso Mx e della matrice di covarianza Kx conviene fare riferimento

iniziamente ad una variabile aleatoria centrata e normalizzata Yo :

Yo~ N(Q 1) (25)
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Intal caso laf.d.p. Pyo (yo) diviene:

P, (Yo) e ? (26)

Dacui s haimmediatamente che, essendo lev. a. marginali Yoi mutuamente statisticamente

indipendenti con f.d.p. gaussiana a valore atteso nullo e varianza unitaria, il valore atteso di Yo é

nullo e lasuamatrice di covarianza é pari alamatrice identital :

% lat=0 (27.3)
Exo{yoi yoi}= o it (27b)
ovvero
m, =E,{y,j=0 (28.)
Ky, =By, {Q -m, )Q -m, )T}=| (28.b)

Cio posto per derivare il valore atteso e lamatrice di covarianza dellav.a. x € utile introdurre la

seguente proprieta nota come Teorema di decomposizione di Cholesky :

TEOREMA1- (Decomposizione di Cholesky) Data una matrice A definita non negativa, esiste ed e

unica una matrice B triangolare in basso con elementi positivi o nulli sulla diagonale

principaletale che:

A=B'B (29)

Ladimostrazione di tale teorema € riportatain appendice insieme all’ algoritmo per il calcolo della

matrice B.

10



Distribuzione Gaussiana N-dimensiona e

Invirtu di tale teoremadataunav.a. X :

x~N(mx, Kx) (30)

da essa & sempre possibile,essendo Kx e quindi K * definita positiva, derivare tramite la
trasformazione lineare :

Yo=B (x-mv ) (3D

Con
K:'=B'B (32
Unav.a. Yo~ N(Q,l) infatti in base alla(21.b) si ha:

K, =BK,B" =B(K;!)'B" =B(B"B) 'B" =BBB"'B" =| (33

Poiché quindi

x=B"y +m (34)
Ricordando le proprieta delle trasformazioni linari si ha:
E{N=E {Bly f+m =m, (35)

e
E{x- m)x-m)}=pg, {y v }e] =B (] =[6)e ] =68 )=(k:)=K, @)
c.v.d.

Si noti che latrasformazione (29) e tale datrasformare un avariabile a eatoria gaussiana x con
valore atteso mx e matrice di covarianza Kx in unav. a. gaussiana con componenti
centrate,normalizzate e incorrelate. Per tale motivo I’ operatore B € noto nella letteratura con il

termine di matrice (o filtro) shiancante.

11



Distribuzione Gaussiana N-dimensiona e

TEOREMAZ2-Qualorale variabili aleatorie risultino incorrelate la matrice di covarianza Kx diviene

diagonale, ovvero

S 0d
é ) U
k —e0 s, 0y
X_A 7
- eu- LN u
é ,U
g0 O S

conseguentemente anche lasuainversa K ' édigonale :

el u
&2 0 0 4
e x 1 a
o _— o U
K;l:é s? u
A Xy )l
¢ y
é- . = U
A 1 -
(;3' 0 0 _lel
8 SXNH
elaf.d.p.congiuntasi riduce a
N 1 :

per cui risultadimostrato il seguente teorema.

(37)

(38)

(39)

12



Distribuzione Gaussiana N-dimensionale

TEOREMAZ2-Variahili aeatorie congiuntamente gaussiane incorrelate risultano anche
statisticamente indipendenti .

Si noti che in base dladefinizione di f.d.p. gaussiana N-dimensionale, il luogo dei punti dello
gpazio per cui ladensitadi probabilita risulta costante e costituito dai punti per i quali risulta

costante I’ esponente dell’ equazione () ovvero per i quali
(l(' mx)T K;(l(l(' mx):('\’l?D (40)
Tale equazione rappresenta quindi un iperellissoide con centro nel punto mx i cui semiassi principali

sono proporzionali allaradice quadrata degli autovalori della matrice Kx (che coincidono con gli

inversi degli autovalori dellamatrice di covarianzaK ;*. Inoltre le direzioni degli assi principali

coincidono con quelle degli autovettori di Kx (ovvero di K;').Pertanto la matrice di covarianza

determian lagrandezzael’ orientamento di tali iperellissoidi che chiameremo “iperellissoidi di
concentrazione”. Se le variabili aleatorie marginali sono incorrelate Kx € diagonale e quindi gli assi
principali degli iperellissoidi sono paralleli agli assi coordinati ed i semiassi sono proporzionali ai

valori s, =K. .

A guesto punto si pud comprendere come considerando una trasformazione di coordinate che
assuma come nuova base quellaindividuata dagli assi principali degli iperellissoidi di
concentrazione,e che consiste quindi in una semplice rotazione, Si ottenga una nuovav.a. ancora
gaussianama v. a. marginali incorrelate e con varianze proporzionali agli autovalori di K. Tae
proprieta puo essere dimostratain modo rigoroso facendo ricorso ale procedure di
diagonalizzazione di forme quadratiche definite positive. Si noti che tale trasformazione non

coincide con quellaindividuata dal filtro sbiancante. D’ altronde la trasformazione lineare che

13



Di stribuzione Gaussiana N-dimensionale

diagonalizza una forma gquadratica non € unica e per poterla individuare in modo univoco occorre

porre ulteriori vincoli che nel caso in questione sono identificabili in:

a) filtro shiancante : Ttrasformazione con matrice triangolare in basso

b) rotazione : trasformazione con matrice Q tale che

Q" =Q'Q=|

14



Distribuzione Gaussiane N-dimensionale

3.1-FUNZIONE CARATTERISTICA

Anche per il calcolo dellafunzione caratteristica Px(x) si puod procedere considerando inizialmente
il caso di unav.a. con componenti centrate, normalizzate e incorrelate ed applicare successivamente
la decomposizione di Cholesky.

Dataunav.a. Y o~N(O,l), poiché e singole componenti sono statisticamente indipendenti in base

dla(8) s ha:
— exTy b T A iy U A e -szi%lxiz L Tx
Pﬁ(i)‘Evo{e "}—Evo%ge _9e2p -© —e (41)
1
pertanto,poiché x=B'y +m e det(B") = (det[K, )
S ha:
A 1 -2 m ) K e m,) 1 1 aemresem)l
Px =A;i e? ;= A e? s =
A oy | R /
_ cizpmix -2p%T(B Y B Y x _ -j2pmix _-2p2x'K,x
— e X_e _( )( ) - = e X_e -~ X (42)

In base atale relazione, in cuicompare direttamente la matrice di covarianza Kx e non la suainversa,
e possibile introdurre la seguente definizione aternativa di v.a. gaussiana che estende la def.1 al

caso in cui Kx sia definita non negativa.
DEF.2- Unavariabile aeatoria X N-dimensionale si dice gaussiana, o a distribuzione normale sela

suafunzione caratteristica e del tipo

P_(X)= o 120X m 207X TKyx (43)

15



Distribuzione Gaussian N-dimensionale

con Kx matricce definita non negativa.

Tramite lafunzione caratteristica, € possibile estendere facilmente la proprieta 1 a caso di

trasformazione lineare y=AX qualsiasi.

PROPRIETA’ 1'- Unatrasformazione lineare y=AX di unav. a. gaussiana X~N (mx, Kx) € ancora
gaussiana con

m, = Am, (44.)
K, = AK,AT (44.b)

Prova- Per definizione lafunzione caratteristica Py (X ) di y é pari a:
PX()i): Ey{e' 120>_<TX}: El({e 12p>£TA>_<}: Ex‘i e i2p (ATi) }g: F)l((AT)i) - e- jZDm_IATie— 2px T AK, ATx (45)

E quindi y éunav. a. gaussiana avalor atteso e matrice di covarianza data dalle (44.a) e (44.b)
rispettivamente.
Utilizzando la precedente proprieta é facile dimostrare inoltre la proprieta seguente.
PROPRIETA’ 2- ogni variabile marginale Xv M-dimensionale di unav. a. X gaussiana N-
dimensional e &€ ancora gaussiana.
Prova: Per ladimostrazione di tale proprieta si pud assumere, senza perdita di generalita che Xm sia

cogtituito dalole prime M componenti di X e che quindi X possa essere espresso come segue

7

X

é)—(N— M

(46)

(D> (D

2(:

O

incui X n-m rappresentalav.a. marginale complementare a Xwm.
In tal caso e possibile esprimere il vettore del valori attesi e lamatrice di covarianzain forma
ripartita come segue:

16



Distribuzione Gaussiana N-dimensiona e

m. = ?me l;I
X6 u 47.a
é'IIXN-M 0 ( )
5 K K
K, = g X X XN - 3 (47.b)
éKXN-MXM KXN M 0
Poiché X e gaussianalav.a. Xw
éXxy U
x =l olg ™ g (48)
N &n-m U
€ ancora gaussiana,,in virtu della proprieta 1’ con :
E{)_(M } = me (493)
E{()_(M - r_nx)(z(M - mx)T}: IKXM I’ +Q: KxM (49b)

c.v.d.
Commento. Si noti che tale proprieta definisce una condizione necessaria per le v.a. marginali ma
non una condizione sufficiente. Per convincersi di cio si noti che lafunzione caratteristicadellav.a

marginali Xi si ottiene dalla Px(X) ponendo Xij=0 per j2i e che quindi aggiungendo all’ esponente

dellafunzione caratteristicadatadalla( ) unterminein xf x%, s ottiene unadistribuzione che

non & normale N-dimensionale ma possiede distribuzioni marginali gaussiane.
Un’ ulteriore proprieta delle v.a. gaussiane che puo essere derivata facendo ricorso allafunzione
caratteristica e cheriguardail calcolo del momento congiunto del quarto ordine € quella espressa

dal seguente teorema per la cui dimostrazione si rimanda al’ appendice.

17



Distibuzione Gaussiana N-dimensionae

TEOREMA- Siano X1, X2, X3, X4 v.a. congiuntamente gaussiane con valori attess mxi, i=1...4e

matrice di covarianza Kx con elementi Kxij=S xix;j, i,j =1...4. Allora:

1) = EX{(xl - m, sz -m, )(x3 -m, )(x4 - mx4)}: S S xx TS xS xx TS xS o (50)

Si noti che in tale teorema le v.a. non devono essere necessariamente tutte distinte e quindi come

caso particolare della( ) si ottiene che sotto lev stesse ipotes :

Ex{(xl - rnx1 )2 (XZ - ”kz )2} =S fls fz + 2(5 >2<1x2 )2 (51)

Un utile corollario del precedente teorema e quello che riguarda il momento centrale del terzo
ordine.

Corollario — Il momento centrale congiunto di ordine 3 di 3 v. a. congiuntamente gaussiane € nullo.

Edbe- m Jx.- m Jx- m Jf=0 (52)

18



Distribuzione gaussiana N-dimensionale

3.2- FUNZIONI DI DENSITA’ DI PROBABILITA" CONDIZIONATA

Nel paragrafo precedente € stato dimostrato che date due variabili aleatorie X e Y congiuntamente

gaussiane ripettivamente am e n dimensioni, le loro distribuzioni marginali risultano gaussiane.Una

ulteriore proprieta, estremamente utile nelle applicazioni, € chelav.a X condizionataalav.a. Y
risulta ancora gaussiana. Tale proprieta puo essere formalizzata come segue.

PROPRIETA’ - Dataunav.a. gaussiana Z :

u
Z=4,4 (50)
—u

“3<(°’| X

Con valore atteso Mz e matrice di covarianzaKz :

__ang
i, =e _u 5l.a
any ( )
éK, K,u
€y yu

Laf.d.p. di X condizionataad Y Px/y (x/y ) risulta guassiana con valore atteso mxy e matrice di

covarianza K xy dati da:

mx/y =m, + nyKyl(y_ my) (523)

— -1
Kyry = K- K KK, (52h)

Prova: Per dimostrare tale proprieta si osservi chein base alla definizione laf.d.p. Pxty (x/y ) pud

€SSere espressa come segue :

19



Distribuzione Gaussiana N-dimensionae

P.ylxY) 1 o m e m) b, o, )
P /v]= QYT o 2ns T e I 53
5/1(3( 3_/) PX(_) (Zp)n+m/2 /_[_]det Kz e ( )
(2p)" Jaet]K, |
Si osservi chetale f.d.p. puo anche essere espressa nellaforma:
B 1 e my, i (e may )
Pz/x(l(/l/)_ (2p)%\/detKX/y € (54)

In cui mxyy e K x/y sono rispettivamente il valore atteso e lamatrice di covarianza condizionate.

Eguagliando le due espressioni e osservando che lamatrice K ;' pud essere espressa come segue :

- - -1
K—l:g (Kx' nyKle ) leny(Ky' nynyleny) 3 (55)
z ~ _ _ -1 _ -1 S
& Kleyx(Kx' KyK leX) (Ky' nyleny) e
Si haimmediatamente che :
K3y = (K, - Ky KK, )" (56.2)
R R -1 R R -1
Kx/lymx/y :(KxnyK 1ny) mx+leny(Ky' nyleny) (y' my) (56.b)
Osservando che per il lemmadi inversione matriciale si ha:
) ) -1 ) -1 )
KK, (K, - KKK ) = (K - KKK J TR K (57)

Infines ha:

20



Distribuzione gaussina N-dimensionale

c.v.d.

(58.a)

(58h)

21



Distribuzione Gaussiana bidimensionale

- DISTRIBUZIONE GAUSSIANA BIDIMENSIONALE

Per il suo utilizzo frequente € utile esplicitare le relazioni trovate in precedenza nel caso

bidimensionale. Indicata quindi con Z° (x,y ) unav.a. bidimensionale con v.a. marginali X eY sia

D

m=E{x :valoreattesodix
2 y{y} :valoreatteso di y

D

:E{ }:varianzadix
D

: Ey{ } s variazionedi y

s ,=E {(x- m)y- m} :covaianzadixey

S - . .
r=—2= : coefficiente di correlazionetrax ey

_ému
yu

(60)

Pertanto per il determinante della matrice di covarianza s ha:

det[K,]=s % 2(1- r ?) (61)

22



Distribuzione gaussiana bidimensionale

E per lasuainversarisulta:

=
-

1
[72)
[72)

x
<

A
A
I
=
cooooc

<
v
—~| P
N
D D> D> (D
(72}
- XN

(DJ)D>
"
<
x
(%)
<N

Per cui laf.d.p. bidimensionale risultadel tipo :

1 &em 2 (em)ly-my) (y-m )20
2(1—r2)§ s? S8y s? f

e

Py (X, ¥)= .
2s s y\/1- r

Mentre per lafunzione caratteristicasi ha:

P (X X ):e—j2p(mxxl+my<z)e-2p2(s5<f+2rsxsyX1XZ+sy%<22)
xy V1%

(62)

(63)

(64)

Dall’ esame dellaf.d.p. congiuntasi deduce cheil luogo dei punti del piano per cui laf.d.pé

costante, ad esmpio pari ad un valore c, é costituito dai punti del piano per i quali risulta costante

I” esponente dell’ equazione (63), ovvero dai punti (x,y) che soddisfano I’ equazione :

(X' mx)2 } 2r (X_ m<)(y' my)+(y' my)2 -C
s? S8, s;

(65

Che rappresenta un ellisse con centro nel punto (nmx, my ) eassi principali ruotati di un angolo a

23



Distribuzione gaussiana bidimensionale

Mmx

_fig.ellissi di concentrazione

Comeriportato in fig. tali ellissi prendono anche il nomedi ” ellissoidi di concentrazione”. E’
possibile dimostrare inoltre che le lunghezze dei semiassi principali sono inversamente
proporzionali allaradice quadrata degli autovalori della matrice di covarianza K*. Nel caso in cui

2

leduev.a x ey abbiano lastessavarianzas ; =s’? =s I" equazione si riduce a

(- mF-2r (x- m)ly-m)+(y-mF=c (cko (66)

24



Distribuzione gaussiana bidimensionale

Pertanto salvo il caso di r =0 per cui le ellissi si riducono acerchi con centro nel punto (mx, my), gli

assi principali coincidono con le parallele alle due bisettrici del 1° e 3° e del 2° e 4° quadrante (vedi
fig.)

In tal caso e facile verificare che considerata la trasformazione

1

X :—Z(X' y) (67.2)
Yy == (x+y) (67.)
2

A cui corrisponde lamatrice di trasformazione

14 -l
A=——n1 . 68
7284 1Y 9
S hain effetti che lamatrice di covarianza K, di z ° (x,y;) divienediagonale
é -1es? 061 1 1€41-r)2s? 0 u
K21=AKZAT=£A @, u=£g( ") LU (69)
28 1lpgs? s’ggl W 2 0 (1+r)s?g

E quindi le lunghezze dei semiassi principali sono proporzionali a (1- r Js (2°e4° quadrante) e
(1+r ) (1° e3° quadrante).

Per |le distribuzioni condizionate s hache:

(70.a)

(7]

X

)

j
My =m+r

-~ 0w

2

L,
fsj=sil- (70b)
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Distribuzione gaussiana bidimensionale

(70'a)
(70'b)

Talerisultato puo essere interpretato come segue. Selaf.d.p. dellav.a. x é del tipo riportato in
Figura

Px(x) P

Alloralaconoscenzachelav.a. y haassunto ladeterminazioney riducel’ incertezza sullav.a. x in
Quanto laf.d.p. condizionata di X rispetto ay € ancora gaussainamail suo valore atteso mx si

modifica di una quantita proporzionale allo scostamento (y-my)

N . . S
tral’ attuale determinazione dellav.a. y ed il suo valore atteso, secondo un fattore pari a r —=

y
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Distribuzione gaussiana bidimensiona e

mentre lasuavarianza s riduce a (1- r Z)SXZ . Sinoti chetale riduzione e tanto piu forte quanto

piti|r|tendeal. Infatti r = 1 implicaunarelazione linearetrale variabili e quindi notay la
determinazione dellav.a. x pud essere calcolataimmediatamente.
Cio s riflette nel fatto che per |r|=1lavarianzacondizionata s, vale 0 e quindi laf.d.p. tende

ad un impulso matematico centrato in Myy.

Tale riduzione invece non sl manifestanel casor =0, ed inafatti in tal caso le duev.a
aleatorie,essendo gaussiane, oltre che incorrel ate risultano anche statisticamente indipendenti e
quindi I" osservazione di una delle due non porta nessuna inforamazione sul comportamento dell’
atra

Si noti infine che lacurvadi regressione di un adelle due v.a. rispetto all’ altra é unarettala cui

equazione e data dalla (70.a)
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