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Teoria delle Probabilita

Teoria delle probabilita

INTRODUZIONE

Il seguente capitolo € dedicato all’introduzione dei concetti fondamentali della
teoria della probabilita. Tale teoria rappresenta lo strumento analitico utilizzato
per studiare quei fenomeni in cui si presentano elementi di incertezza “ a
priori” che rendono imprevedibili, anche se solo parzialmente, le
determinazioni di grandezze fisiche o attributi qualitativi di un dato fenomeno
prima che esso si sia verificato, e che prendono il nome di fenomeni aleatori.

Il capitolo e strutturato come segue:

- nel paragrafo 2 viene introdotto, su base intuitiva, il concetto di
probabilita

— nel paragrafo 3 viene definita la terminologia di base

- nel paragrafo 4 viene definito il concetto di spazio di probabilita.

IL CONCETTO DI PROBABILITA

Come accennato nell'introduzione la teoria delle probabilitd nasce
dall'esigenza di trattare in un qualche modo i fenomeni aleatori, ovvero quei
fenomeni che presentano caratteristiche di imprevedibilita. E’ da notare che per
sua natura, l'aleatorieta non costituisce una caratteristica intrinseca del
fenomeno, ma é legata al nostro grado di conoscenza a priori circa i fattori che
condizionano il fenomeno, nonché alla sua presentazione all’osservatore. Cause

di aleatorieta possono essere ad esempio:

- lignoranza completa o parziale delle leggi che regolano il fenomeno
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- lignoranza completa o parziale delle condizioni iniziali e degli
ingressi

- difficolta pratica nel misurare correttamente i parametri d’'interesse
anche quando sono note le leggi e le condizioni iniziali

- impossibilitd pratica di individuare completamente un fenomeno di

cui si osserva solo una manifestazione.

La Teoria della probabilita & nata per riuscire a descrivere comportamenti medi di
fenomeni di massa, che possono presentarsi sia sequenzialmente che simultaneamente,
per i quali sia possibile 0 non sia conveniente definire un modello matematico completo
ed esatto come ad esempio:

I'emissione degli elettroni

- le chiamate telefoniche

- lerivelazioni di un radar

- iguasti di un sistema

- il controllo di qualita

- la meccanica statistica

- le turbolenze

- il rumore

- le code
Il punto di partenza di tale teoria & costituito dall'osservazione(sperimentale)
che, qualora si ha a che fare con fenomeni di massa, alcuni valori medi tendono
a valori costanti allaumentare del numero delle osservazioni e tali valori
rimangono gli stessi anche se vengono calcolati su una qualche sottosequenza
ottenuta da quella originale con modalitd specificate, pero, prima
dell’'esperimento. Ad esempio, se si considera il lancio di moneta truccata, la

percentuale di volte in cui il risultato e “testa” tende a 0.5 anche se si

considerano i risultati ogni 10 lanci.




Teoria delle Probabilita

Lo scopo della teoria delle probabilita € quello di descrivere e di predire tali
valori medi in termini di probabilita di eventi.

Tale teoria potrebbe essere sviluppata su base intuitiva mettendo in relazione il
concetto di probabilita con la frequenza di occorrenza relativa. In tal caso la

probabilita di un evento pud essere definita come il limite:

. N 0.1
Pr{E} =lim ¢ (o4

N - 00

essendd\; il numero di occorrenze dellevent® ed N, il humero totale di

priove (impostazione frequentistica). Anche se semplice concettualmente
guesto approccio non consente una trattazione rigorosa di molti problemi.
Inoltre, ammesso che il limite esista, in tale definizione non c’e distinzione
precisa tra il concetto di probabilita ed il modo in cui tale grandezza deve

essere misurata. E’ come se definissimo la resistenza R come il limite:

)
=i e (02

dove V(1) € la tensione d’ingressonét) le correnti di una sequenza di resistori

che tendono in un qualche modo al bipolo ideale.

Per tali ragioni la moderna teoria delle probabilita si basa su una impostazione
pit rigorosa di tipo assiomatico. Assumendo quindi che le probabilita
soddisfino determinati assiomi, tale impostazione consente di determinare con
un ragionamento deduttivo, a partire dalle probalHifgd 1} di certi eventiA,,
supposte note, le probabiliea{ B,}di altri eventiB,

In tale contestta probabilita di un evento rappresenta un numero assegnato a
detto evento come la massa e assegnata ad un corpo e la resistenza ad un

resistore. Il collegamento tra la teoria e I'evidenza sperimentale é garantito da
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una serie di teoremi che costituiscono léggi dei grandinumeri che

definiscono sotto quali condizioni e in che termini la frequenza relativa,

osservata sperimentalmente , converga verso la probabilita dell’evento.

DEFINIZIONI

Prima di introdurre in modo formale la teoria assiomatica delle probabilita

utile richiamare la terminologia a cui si fara riferimento nel seguito.

Esperimento

descrizione delle modalita di attuazione di un fenomeno

Prova

Attuazione di un esperimento

Determinazione

valore che pud essere assunto da una grandezza fisica p da

un attributo qualitativo a seguito di una prova

Risultato

n-upla ordinata delle determinazioni assunte dalle grandezze
fisiche o degli attributi qualitativi descriventi il fenomeno|a

seguito di una prova

Serie aleatoria

insieme di tutti i possibili diversi risultati

Risultati due risultati si dicono incompatibili se il verificarsi di uno
Incompatibili esclude il verificarsi dell'altro

attributo (logico) di un risultato (ad es. “il numero estratto e
Evento un numero pari”). L'evento si verifica se il risultato soddisfa

I'attributo

Risultati Favorevoli

Risultati per cui un evento si verifica

Evento Semplice

evento a cui é favorevole un solo risultato

Evento Composto

evento a cui sono favorevoli piu risultati
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Eventi Compatibili

eventi che hanno in comune almeno un risultato (ad €s

numero che compare a seguito del lancio di un dado
numero pari’e “il numero & un multiplo di tre”)

Eventi Incompatibili
0 Mutuamente

Escludentesi

Y

N
u

eventi che non hanno in comune alcun risultato (ad es. “i
numero che compare a seguito del lancio di un dado

inferiore a tre”)

Evento Certo

evento che si verifica sempre (ad es. “a seguito del langio ¢

una moneta esce o testa o croce”)

Evento Impossibile

evento che non si verifica mai
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TEORIA ASSIOMATICA

La teoria delle probabilita secondo questa impostazione altri non € che una
applicazione particolare della teoria della misura secondo Lebesgue su insiemi
di punti di uno spazio astratto. La procedura per l'individuazione degli enti
matematici di base € la seguente.

Iniziamo con il considerare il caso semplice in cui il numero dei possibili
risultati € finito, ad esempio pari ad N.

Ad ognuno dei risultati possibili possiamo associare, con una corrispondenza
biunivoca, un punto di uno spazio astr&a®oAd esempio nel caso del lancio di

un dado possiamo considerare una situazione come quella di fig.1.1.a.

Lo spazioQ prende il nome di SPAZIO BASE o SPAZIO DEI RISULTATI.
Dato un eventoE, ad esso corrispondera linsieme dei punti di Q

corrispondenti ai risultati favorevoli all'evenio

E-E
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Ad esempio all'evento”su due lanci di una moneta esce una sola volta
testa”corrisponde l'insieme Adi fig. 1.b.
Poiché all’evento certo sono favorevoli tutti i risultati, occorre definire quale
sia la classe degli per cui si puo definire una probabilitd. Nel caso di numero
finito dei possibili risultati, tale classe e costituita dagli eventi corrispondenti a
tutti i possibili sottoinsiemi di2, che risultano pari a"2 L’insieme vuoto[
corrisponde l'insieme impossibile.

Ora, com’é noto, sugli insiemi di punti @i si possono definire le tre operazioni:

1) complementazione

2) unione

3) intersezione

Tali operazioni possono essere messe in relazione con le operazioni elementari che
consentono di definire eventi a partire da altri eventi come segue:

1) complementazione

Dato un insieme Aorrispondente all'eventd, al suo complementarﬁ:
A={w:wlQ wl A
corrisponde I'eventonpn A:

{nond - A

che si verifica quando non si verifiga

2) unione
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Dati due insiemi A e B corrispondenti agli evelag B alla loro unione:

AUB={w:w0Q,w0 Aowl B

corrisponde I'eventoX o B:

(AoB) = AUB

che si verifica quando si verifica almeno uno dei due eyeo.

J)intersezione

Dati due insiemiA e Bcorrispondenti agli even#i e B alla loro intersezione:

ANB={w:w0Q,w0 Ae w( B

corrisponde I'eventoX e B:

(AeB) = ANB

che si verifica quando si verificano contemporaneamente i due AveBti

Ad eventi mutuamente escludentesi corrispondono insiemi disgiunti e pertanto:
ANB=0

Dato quindi uno spazio base costituito da un numero finito di punti ed

indicata con F la classe dei sottoinsiemi costituiti dai puni@2dsi ha che essa

10
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e rappresentativa di tutti i possibili eventi e quindi la probalRlifud essere
definita come una funzione d’insieme avente come dominio la classe F.
Affinché essa possa essere messa in relazione in un qualche modo ( ad es.
attraverso un procedimento di misura) con la frequenza relativa di un evento e
inoltre ragionevole richiedere che il dominio della funzione sia l'intervallo

[0,1]:
P:F [0

A tale condizione vanno inoltre aggiunte due ulteriori condizioni di consistenza

. la prima é che la probabilitd dell’evento certo sia pari ad 1, mentre la seconda
definisce le modalita secondo cui le probabilita di eventi possano essere
calcolate a partire dalle probabilita dell’evenfod B), in cuiA e B sono due

eventi incompatibili, sia la somma delle probabilita dei due eveat .

Quanto precede puod essere riassunto dicendo che data una fihdieiimdta

su F, essa pud essere considerata una funzione di probabilitd se soddisfa le

seguenti condizioni:
l) P(E) >0 UEOF (1,8)

WP(EUE)=RE)+ RE) CE,EOF ENE=0 (19)

0E,,E,,..E, O F:EN E,=0 (1,10)

1D P(U E)= % P(E),

i=1

IV) P(Q)=1 (1,11)

Ovvero la classe di insierfi costituisce un‘ algebra

11
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Esempio

Con riferimento al lancio dei dadi a cui corrisponde lo spazio base di fig.1°a si
ha che una funzionB che assegni &, W, Wz W; W5 € W rispettivamente i

valori (0.2, 0.1, 0.1, 0.2, 0.2, 0.2) € una possibile funzione di probabilita
mentre non lo sono (-0.2, -0.1, 0.1, 0.2, 0.2, 0.8) e (0.2, -0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2).
Infatti la prima non & una funzione non negativa mentre la seconda non soddisfa
la condizione di normalizzazione in quanto il suo valore calcolato suQuéto
paria 1.2.

Nel caso in cui il numero di punti €i non sia finito, come ad esempio nel caso

di sequenze di eventi ( ad es. lancio ripetuto di un dado) o di eventi relativi a
grandezze di tipo continuo ( ad es. la tensione ai capi di un resistore) si
potrebbe pensare di estendere quanto sopra considerando funzioni che siano
state definite per tutti i sottoinsiemi @ e che soddisfino la condizior

estesa ad una successione qualsiasi di insiemi disgiunti costituita da 8un
numero eventualmente infinito numerabile di elementi.

Sfortunatamente € noto dalla teoria della misura che una funzione reale che
soddisfi tutte queste proprieta non esiste [De Julio, 1973 pag.21] , pertanto
occorre o rinunciare a considerare tutti i sottoinsiendd @i alla condizionéll

estesa come sopra. La strada scelta nella teoria assiomatica delle probabilita e
quella di rinunciare a definire una probabilita per tutti i possibili sottoinsiemi di

c e di estendere la condizioflie solo ad un’infinitd numerabile di elementi.
Affinché pero tale condizione abbia senso occorre che la classe di insiemi per
cui si definisce una probabilita sia chiusa rispetto all'unione di una infinita
numerabile di sottoinsiemi, indicata pertanto dertale classe su di essa
devono essere definite le 3 operazioni ComplementaziBbleL(nione (U),

Intersezione ()) ed inoltre:

1) QUF (1,16)

12
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2)seAD FO AOF (1,17)
3)seA,BOFO (AJ BO F (1,18)
4)seA,BOFO (M BOF (1,19)
5)seA, 0 FO QAHD F((i]AnD ) (1,20)

Ovvero la classe di insierri costituisce unas -algebra.

(Si noti che non tutte le condizioni precedenti sono necessarie per definire una
O -algebra in quanto alcune di esse sono deducibili dalle altre ).

Se quindiF & unao -algebra, & possibile definire uuna funzione d’'insieme
reale non negativa completamente additiva ovvero che gode delle seguenti

proprieta:

) P(E) >0 DEOF (1,21)

) EUE)=REB)+RE) U EOFENE=0 (1,22)

|||) P(OE):% P(E), DEi,EZ,E\A [] FEﬂ BZD (1123)

i=1

V) P(Q)=1 (1,24)

Tale funzione prende il nome BIISURA DI PROBABILITA’
Pertanto nella teoria delle probabilith un fenomeno aleatorio € descritto per

mezzo dei seguenti concetti:

13
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- uno spazio dei risultat
- una classe di eventi F costituenti umaalgebra

- le una misura di probabilita

mentre la proprieta (21), (22), (23) e (24) costituisconAGISIOMIdi tale

teoria. Ci0 viene sintetizzato dicendo che ad un fenomeno aleatorio € associato
uno spazio di probabilita costituito dalla ter@g F, P).

Si dira MISURABILE ogni elemento diF e AMMISSIBILE I'evento
corrispondente.

Per chiarire meglio il caso di utilizzo piu frequente che corrisponde ad
assumere lo spazio euclideo come spazio base. In particolare consideriamo il
caso in cuiQ = R. In tal caso si assume in generale camealgebra su cui
costruire la misura la classe di insiemi generata a partire dagli intervalli
illimitati inferiormente (—,a] tramite le operazioni di complementazione,
unione e intersezione. Talg -algebra e cosi rilevante da avere acquistato un
proprio nome: CAMPO DI BOREL e verra pertanto indicata nel seguito gon F

E’ facile verificare che la classe degli intervalli illimitati inferiormente non é
chiusa rispetto all’'operazione di complementazione, inm=(a, OO)e

quindi di per sé non costituisce ua-algebra. Utilizzando le operazioni di
complementazione, unione e intersezione, a partire da tali intervalli € possibile

generare altri intervalli aperti, chiusi, semiaperti nonché punti. Infatti posto:

A=(-»,a], A=(-»,a] cona<a

si ha;

1) A =(-»,a]=(a,)
2) ANA=(a,2)N(-» a]=(a a ]

14
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3)fub—1/KJﬂ:[nq Cioé il punto b
2) (b, UL B = b §
5)(b,00) U[b, b =[ b o)

Per definizione iICAMPO DI BOREL E e la piu piccolao -algebra che
contiene la classe degli intervalli illimitati inferiormente. Quindi il campo di
Borel € composto da tutti quei sottoinsiemi dello spazio euclideo che possono

avere un qualche interesse nel descrivere un problema di probabilia con

Teoremi fondamentali

Teorema 1.1teorema della probabilita dell’evento complementare)
Dato un eventd ammissibile con probabilitar{ E}, la probabilitaPr{non B
dell’evento complementara@n B € pari a:

Pr{non B= 1- P{ E} (1,25)

Prova- Poiché & misurabilE < E lo & anchde = NONE ed inoltre

poiché:
EUE= (1,26)
ENE=0 (1,26)

In base al Il e dlll assioma si ha:

P(Q=P(EUB=RB+ R B=1 (1,28

15
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Ovvero

P(E) =1- P(E) (1,29)

Che é appunto la (25) c.v.d..

Corollariol.1 La probabilita dell’evento impossibile € nulla:

P(0)=0 (1,30)

Prova— PoichéQ=[ e P(Q) =1dalla (25) segue immediatamente la (30)c.v.d.

Teoremal.2 (Teorema delle probabilita totali)
Dati due eventiA e B ammissibili non necessariamente mutuamente
escludentesi, I'evento A(o B €& un evento ammissibile e la sua probabilita

vale:

Pr{A o B=Pr{ A}+ Pr{B}- Pr{AeB (1,31a)

Ovvero in termini di insiemi

P(AUB=RA+RB-RA B (1,31b)

Prova Come ¢ facile verificare con l'aiuto della Fig.2 l'insiefe B

puoO essere espresso come segue:

16
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ANB

Fig.2

Per cui essendo i tre insiemi disgiunti si ha :

P(AUB =R A B+ R A B+ P A J1,31b)

Ma in virtu del fatto che
A=(ANB)U(AVB e B=( A BU( B h (1,31b)

Per il Il assioma si ha immediatamente:

P(A=PA B+ R A B (1,34a)
P(B)=P(AN B+ R A B (1,34b)
Da cui si ha:

P(ANB=RA-R A B (1,35a)
P(ANB)= R B- R A B (1,35b)

17
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E sostituendo le (35) nelle (33) si ottiene la (31) c.v.d..

Commento- Il teorema asserisce che la misura di probabilita dell’'unione dei
due insiemi A e B e pari alla somma delle misura di A e di B diminuita della
misura dell'insieme intersezione che, come é facile verificare dalla Fig.2

verrebbe altrimenti portato in conto due volte.

EVENTO CONDIZIONATO

Dato un certo fenomeno aleatorio si®f, Fr, Pr) lo spazio di probabilita ad
esso associato. Consideriamo ora un evento ammisSibdeiispondente ad un
insieme CJ K- e definiamo un nuovo fenomeno aleatorio ottenuto da quello
di partenza scartando i casi in cui I'eveifitamon si verifica. Per esempio nel
caso del lancio di un dadopotrebbe essere I'evento “esce un numero pari”; in
tal caso i risultati per cui tale evento si verifica sono quelli dello s,

4, 6} e quindi nello svolgimento di un esperimento tutte le prove che diano
luogo a risultati vanno considerate come non effettuate.

I nuovo fenomeno aleatorio prende il nome flnomeno aleatorio
condizionato all’'eventd.

Se ora si considera un evenbb< E poiché occorre scartare le prove che
danno luogo a risultati per cui non si verifica, rispetto al fenomeno aleatorio

condizionato esso sara rappresentato dall'insi&eC .

18
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Pertanto assumendd2, =Ccome spazio base lao -algebra rispetto a cui
definire la misura di probabilita del nuovo fenomeno aleatorio potra essere
guella ottenuta dagframite I'intersezione con l'insieme C e che indicheremo
con FF/r. A questo punto per individuare completamente lo spazio di
probabilita (Q, FF/F,PF/F) associato al fenomeno aleatorio condizionafg a
occorre definire la misura di probabilitf,:/r che chiameremo_misura di

probabilita condizionata A

ENC

Fig.4
Poiché F.. O F. si potrebbe pensare di prenddfe, (Q.)=P- (ENC),
cosi facendo perd vengono soddisfatti solo i primi tre assiomi ma non il 1V,

infatti, poiché lo spazio base in tal caso coincide €re C, si avrebbe:

Fer(Qc)=P-(C)<1 OCOQ, (1,36)

D’altronde nel caso in cui si prend& =Qla misura di probabilita
condizionataFF/r deve ridursi a Pr. Quanto precede suggerisce di prendere
Fr non coincidente ma proporzional®g(in tal caso i primi tre assiomi sono

ancora rispettati):

P (E)=krR(EN O; (1,37)

19
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Da cui segue immediatamente che

_ 1
R (C)
per cui:
_R(ENQ)
PF/r (E) - P|: (C) !

affinché pero tale relazione abbia sempre senso occorre imporre la condizione
aggiuntivaP: (c) >0
In base a quanto precede la misura di probabilita condizionata puo essere

definita come segue.

Def. 1.1 Dato un evento ammissibilé” con B- (" )> 0, si definisce
misura di probabilita condizionata di un eveRtaspetto al”
il rapporto :

P (Ed) (1,41a)

Pr(E/T)= ()

ovvero in termini di insiemi:

P.(ENC
(8=

Si noti che in base a tale definiziofg,. (E) si riduce aR: (E) come richiesto

in precedenza.

Dal punto di vista formale, essendo soddisfatti i 4 assiomi, la definizione e
soddisfacente; verifichiamo ora cosa succede dal punto di vista operativo. Se si
indica con N il numero di volte in cui si verificano contemporaneamente
I'evento E e I'eventol”, con N, il numero di volte in cui si verifica I'eventbe

conN il numero di prove totale, si ha :

20
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N Neer
eer —_ N
N, N, (1,42)
N

Poiché come anticipato, sotto opportune condizioni che verranno chiarite nel
seguito, per la legge dei grandi numeri, i rapporti che compaiono nella (42)
tendono al crescere d\ alle probabilita che compaiono nella (41), la

definizione introdotta € in perfetto accordo con I'evidenza sperimentale.

Esempie Consideriamo il caso del lancio di un dado e consideriamo I'evento
I “sortita di una determinaziong 5”. Se ora si prende in esame |'evelp

“sortita di un numero pari” si ottiene in base alla definizione ( vedi fig. 4):

R(Ed) _2/6_2_
Pr) 56 5

Pr(E/l")=

Poiché in questo caso particolare siB4E/I") < P(E) possiamo dire che il
sapere che si é verificato cambia il grado di conoscenza a priori posseduta
rispetto aE.

In generale il sapere che si & verificato I'evehtaltera il grado di conoscenza

a priori circa il verificarsi dell'eventcE in quanto in generalePF/F(E) e
diverso daP- (E) .Qualora cio si verifichi, la conoscenza che si sia verificato
'evento " non porta alcuna informazione statistica circa il contemporaneo
verificarsi dell'evento E, e pertanto l'eventoE si dice statisticamente

indipendente d&.

Def. 1.2 Un eventoE si dice statisticamente indipendente dall’eveintee e

solo se :

P{Er}=PR{8B (1,44)

21
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Si osservi che in base alla (41) dalla precedente definizione ne consegile che

e statisticamente indipendentefdai ha:

R{Eer}="r{ 8 Pr} (1,45)

D’altronde ¢ facile verificare che se &€ anche valida la (45) risulta valida anche
la (44). La relazione (45) mette in luce come la proprieta d’indipendenza

statistica sia in realta una proprieta reciproca, infatti dalla (45) segue anche che

R{Eer}:

P{r/E} :W R{r}

(1,46)

Per cui si puo affermare quanto segue:

Def. 1.2'Due eventE e I si dicono (mutuamente ) statisticamente indipendenti
se e solo se:

R{Eer}=r{ g Pr}

R{Er}=R{H

R{r/g =r{r}

22
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Teorema di Bayes

Nell’'osservare un fenomeno aleatorio complesso spesso capita di prendere in
esame due elementi con fisionomie distinte, di cui solo uno direttamente
osservabile, individuanti due fenomeni semplici componenti il fenomeno
aleatorio complessivo interconnessi piu 0 meno rigidamente tra loro.
Consideriamo ad esempio un sistema di trasmissione come quello in fig. 5, in

cui il canale introduce un errore di trasmissione.

a{0,} Canale di b{0,1
trasmissione >

Fig.5

Y

Un primo fenomeno aleatorio € costituito dalla emissione da parte della
sorgente S di una sequenga} di N simboli di un alfabeto che possiamo
supporre, senza perdita di generalita, binario. Il secondo fenomeno aleatorio e
costituito dalla ricezione da parte del destinatario D di una seqgibijzdi N
simboli che, a causa degli errori introdotti dal canale non coincide
necessariamente cdm@&}. Ai due fenomeni semplici possiamo associare due
spazi baseQ; e Q,, mentre al fenomenaleatorio complessivo possiamo

associare uno spazio ba3e= Q;xQ, che chiameremo spazio congiunto

In fig. 6a e fig. 6b sono riportati gli spazi base associabili al fenomeno aleatorio

congiunto per i casi di N=1 e N=2.
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Q2 T QZA
(0;1) > (1,1). 11' L4 o °
109 . * *
Oll ° o [ ]
4 . > hd v hd >
(0,0) (1.0) Q, 000 o1 10 11 ol
Fig.6a Fig.6b

Esaminiamo per semplicita il caso di N=1. Ora la conoscenza “a priori”
posseduta dal destinatario circa il comportamento statistico della sorgente si

traduce nell’esplicazione delle probabilita dei due eventi:

Pr{a =0}, Pr{a =1} (48)

(Si supponga ad esempio che sier{a, =0}=P, , Pr{a, =1}=P, =1-P,)
mentre la conoscenza sui meccanismi fisici che governano il processo di
trasmissione dalla sorgente al destinatario puo tradursi in una agevole

determinazione delle probabilita condizionate :

Pr{b, =0/a, =0} (49a)
Pr{b, =1/a, =0} (49b)
Pr{b, =0/a, =1} (49¢)
Pr{b, =1/a, =1} (49d)

Cio posto, ricevendo un certo simbdlp uguale, ad esempio, a 1 ci si
puo chiedere se in base alle informazioni possedute, si puo determinare

guale sia la probabilita che la sorgente abbia inviato proprio il valore 1.
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A tale quesito risponde il teorema di Bayes (1763).
Teorema (teorema di Bayes).

Date due partizioni EE,, ..., By € G, C,, ..., G dello spazio bas@,

ovvero

(50a)

C=

E, =Q,EnE=0 i#]
1

(50b)

C=

C,=Q,C,nC.=0, hzk

=
1

1

corrispondenti agli eventi’, = C, e 6; < E; , note le probabilita degli

eventi /'
Pr{r.}, h=1..,N (51)

e le probabilita condizionate degli eveﬁgi rispetto al'}, :

Pr{9, /1), i=1...M ,h=1..,N (52)

le probabilita condizionate degli eventi, rispetto agli eventi9j sono date

da:

pr{r,/o,}= Npr{ﬁj [ TPr{r} (53)

kzlpr{ej TSP}

Prova In base alla definizione di probabilita condizionata si ha che:

Pril.ed. (54)
prlro)= L]
J
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ma poiché é anche:

P, e 0, I= Pr{@j /Fh}EIF’r{Fr (55)

si ha:

o {Fh/e,-} _ Pr{o; /T J0PH{I (56)

PrY; |

A questo punto per poter esprimere il denominatore in funzione delle qualita

note si puo utilizzare il fatto che,GC,, ..., Gy costituisce una partizione Qi e

quindi:
N N 57
E;=E;nQ=E;n(|JC)=1J (E;nCy) ®7)
k=1 k=1
Poiché gli insiemi ¢ k=1, ..., N sono disgiunti per ipotesi, lo sono anche gl
insiemi Ej nC, , k=1, ..., N (vedi fig. 7) e pertanto puo essere applicato il

lll° assioma ottenendo:

Pe, }:ipr{ej e rh}:ilpr{ej/rh}tpr{rh} )

E;n Cy
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Che sostituita nella (56) da direttamente la (53). C. v. d.

Osservazione Si noti come nella dimostrazione del teorema sia in
realta utilizzata una sola partizione, cio implica che il teorema continalez
gualora si consideri un unico everlo- E ed una partizione CC,, ..., Gy, €

pertanto esso pud anche essere formulato come segue.

Teorema (teorema di Bayes). Date una partizioneGs; ..., Gy dello
spazio bas@ (ovvero
N
UG, =Q.C,nC, =0, hzk (59)
h=1
corrispondenti agli eventi},, = C,, e l'evento § < E, note le probabilita
degli eventi/,:

Pr{r,}, h=1...N (60)

e le probabilita condizionate dell’eventb rispetto al,:

Pr{o/r.}, h=1..N (61)

le probabilita condizionate degli everti, rispetto all'eventad sono date da:

pr{r, 6} = NPr{@/Fh}[IPr{Fh} .

kzzlPr{Q/Fk}EPr{Fk}
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