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Processi Aleatori

1. INTRODUZIONE

al punto di vista concettuale possiamo definire come segnale

aleatorio un segnale il cui andamento temporale non sia noto a

priori, in parte o nella sua totalita, e chiameremo sorgente aleatoria la

sorgente in grado di generarl®vviamente, come per i fenomeni

aleatori, l'aleatorieta non rappresenta una caratteristica intrinseca del
segnale, ma e associata direttamente al grado di conoscenza posseduta.
Il procedimento per la costruzione di strumenti matematici che
consentono lo sviluppo e la manipolazione di modelli statistici per tali
segnali si sviluppa in modo simile a quanto avviene per lo studio dei
fenomeni aleatori, rappresentandone un caso limite. In particolare Il
singolo risultato di un esperimento si identifica con il particolare segnale
aleatorio emesso da una particolare sorgente che prende il nome di
realizzazionementre l'insieme di tutte le possibili realizzazioni costituite

(da un punto di vista informale)processo aleatorio

Pur rappresentando concettualmente un caso limite, lo studio dei processi
aleatori si distingue da quello dei fenomeni aleatori per due fattori
fondamentali:

» Esplicito riferimento alla struttura dinamica contrapposto alla visione

statica propria dei fenomeni leatori;
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* Necessita di considerare situazioni che coinvolgono infinita non
numerabili di eventi o di variabili aleatorie che non possono essere
trattate sulla sola base della Teoria delle Probabilitd senza assunzioni

o ipotesi addizionali.

2. DEFINIZIONI

Sul piano formale un processo aleatorio pud essere definito come segue:

Def.1 Dato uno spazio di probabilita (Q, F, P) ed un sottoinsiemd&T
dellasse reale, che denota l'intervallo d’interesse, si definisce
processo aleatorio e si indica con:

X (t; w), (1)

oppure con:
(x(t;0), tOT) (2)

una funzione reale X definita sullo spazio prodotte (@:

X:TxQ - R 3)

Tale che per ogni istante[f T, X(t’; [)J sia una variabile aleatoria, cioé

ogni insieme del tipo:

A=(;00Q, X(t';w=g) 4

Sia misurabile rispetto alla - algebra- (cioé AOF) perognitOT e
per ogni¢ [I R.
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Si noti che fissato t1 T, X(t; [)) diviene una variabile aleatoria e pertanto un
processo aleatorio risulta essere una famiglia di variabili aleatorie, indicizzate
da un parametro reale t, definite su uno spazio di probabilita (Q, F, P) comune,
mentre, fissato un punto O Q si ottiene una funzione del tempo x(t) = X(t;

w ) he prende il nome dealizzazione (0 funzione membdal processo.

La precedente definizione di processo aleatorio puo essere generalizzata sia
considerando funzioni X che abbiamo come condomiflio(fitocessi aleatori
vettoriali) sia considerando funzioni he abbiano come codominio l'insieme dei
numeri complessi C (processi aleatori complessi scalari e vettoriali).

Qualora T sia una sequeng, t, ... , t, } di n istanti di tempo non
necessariamente equispaziati, il proesso diviene una sequ¥tza X(t2), ...

, X(t, ) } di variabili aleatorie e prende il nome mliocesso aleatorio tempo
discreto o serie aleatoridJn possibile andamento di una realizzazione di una

serie aleatoria e riportato in fig. 1la
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Se invece T € un intervallo di R allora X} diviene una famiglia di variabili
aleatorie dipendenti da un parametro continuo ed il processo prende il nome di
processo aleatorio tempo continuim tal caso le realizzazioni del processo

possono assumere andamenti del tipo di quelli riportati in fig. 1b.

FIG. 1b

La precedente definizione di processo aleatorio richiede che, per agri,t’
X(t'; Dl sia una variabile aleatoria, ma non pone alcuna condizione su di esso
come funzione del tempo. Allo scopo di caratterizzare completamente il
processo aleatorio dal punto di vista probabilistico supponiamo inizialmente
che T sia costituito da un numero discreto N di valprit , ... , & non
necessariamente equispaziati. Corrispondentemente una generica realizzazione
del processo e costituita dalla determinazione della variabile aleatoria N —
dimensionale :

X=(X1,Xz2, ooty Xn) (5a)

essendo:

X1=X(t1),X2=X(t2),...,XN=X(tN) (5b)
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La descrizione statistica del processo € completamente individuata, in tal caso,
dalla funzione di distribuzione congiunta;

DX1X2...XN (Xl’XZ""’XN) (6)

da cui possono essere calcolate per saturazione le funzioni di distribuzione
marginali.

Se ora il numero di istanti temporali diviene infinito numerabile, la funzione di

distribuzione congiunta non € piu assegnabile, poiché diviene infinita la
dimensione della variazione aleatoria. In questo caso si pud pensare di
procedere per gradi, assegnando prima le funzioni di distribuzione delle

variabili aleatorie unidimensionalj estratte negli istanti di tempga t

Dy (X;;t;)=Pr(X(t;)<x;),0t,0T )

irvi

0, nel caso in cui esse esistano, le relative f. d. p.:

Py (X;5t;), Ot, 0T ()

che chiameremo statistiche del primo ordine.

Successivamente si possono assegnare le funzioni di distribuzione congiunte
relative a tutte le coppie di variabili aleatorie unidimendionali:

Dy (Xi,Xj5t,t)) Ot ,t,0T (8)

0, nel caso in cui esse esistano, le relative f. d. p. :

Pyixi (X, Xi5t,t) ot ,t, OT (8)

[ |

che chiameremo statistiche del secondo ordine, e cosi di seguito, sino ad
assegnare le funzioni di distribuzione congiunte relative a tutte le n — uple di
variabili aleatorie unidimensionali:

DXilXi2...Xin (Xil’XiZ ""’XiN ;til’tiZ""’tiN) |:|ti1’ti2""’tiN uT (9)




Processi Aleatori

0, nel caso in cui esse esistano, le relative f. d. p. :

pXilXiZ...XiN (Xil ’Xi2 ""’XiN;til ’ti2 ""’tiN )’ |:ltil ’ti2 ""’tiN oT (9,)

che chiameremo statistiche di ordine n
Ovviamente tale collezione di distribuzione di dimensioni finita deve soddisfare
delle condizioni di consistenza, in quanto dalle statistiche di ordine N e

possibile derivare, per saturazione, tutte le statistiche di ordine inferiore.

Def. 2 Si definiscegerarchia di ordine ndi un processo aleatorio I'insieme
delle statistiche fino all’ordine n, cioé:

Dy (Xizitiy) Ot, 0T
Dyiixio (Xi, Xinitiy ,t0,) ot,,t, 0T
Dyirxiz xin Kigs Xigyeen Xy st oy tyy) Ottt OT (10)
0, nel caso in cui esistano le f. d. p. :
Pyis (Xigitin)s ot, 0T
Pyirxiz (Xips Xty tiy) Ot,,t, OT

pXilXiZ...XiN (Xil ’Xi2 ""’XiN ;til ’tiZ ""’tiN )1 Dtil ’ti2 ""’tiN aT (10,)

La conoscenza del processo € tanto migliore quanto piu elevato € 'ordine della
gerarchia assegnata. E’ possibile inoltre dimostrard@beb, 1954, pagg. 47
— 48], indicata corf+ la 0 - algebra generata dalla classe di insiemi di punti
0 Q del tipo:
(0 wOQ, X(t;0)<E OtOT, OEOR) (11)
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l'insieme delle gerarchie di ordine finito induce in modo univoco una

misura di probabilita sk .

Nel caso in cui l'insieme T sia un intervallo di R, gli istanti di tempo
costituiscono un’infinita non numerabile e quindi le variabili aleatorie
marginali costituiscono un insieme non numerabile di variabili aleatorie. Cio
comporta che la descrizione statistiche dei vari ordini relative ad un istante, due
istanti, tre istanti, ecc., variando la distanza tra gli istanti e la loro allocazione

assoluta in tutti i modi possibili.

La gerarchia di ordine n per un processo aleatorio a tempo continuo € dunque

data dall'insieme delle funzioni di distribuzione:

D,, (X;;:t)) Ot, 0T
Dyyyo (X, X551, 1,) ot ,t, 0T
Dyixo xn (X X, Xyt ty,0t,) Ottt 0T (12)
0, nel caso in cui esistano, dalle corrispondenti f. d. p. , imctit... , &

assumono tutti i possibili valoriin T.

Anche in tal caso la conoscenza del processo e tanto migliore quanto piu é
elevato l'ordine della gerarchia assegnata, ma al contrario di cid che avviene
per i processi tempo discreto l'insieme delle gerarchie di ordine finito non
determina in modo univoco una misura di probabilitéFsu Si osservi ad
esempio che l'insieme @ :

(w:w0Q, X(t;w<0 OtdT)=lor(w:wOQ, X(t; w) <0) (13)

pud non corrispondere ad alcun evento in quanto esso implica una intersezione
di una infinita_non numerabildi eventi. Il fatto che esso rappresenti o no un
evento dipende dalla struttura topologica dello spazio di probabilita. In

particolare & possibile definire una classe di processis#gitirabiliper i quali
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la conoscenza delle gerarchie di ordine finito determina completamente le
proprieta statistiche del processo. L'utilita dell'introduzione di tale classe é
motivata dal fatto che dato un qualsiasi processo aleatorio &) definito

sullo stesso spazio di probabilita tale che:

P{X(t;w)=X'(t;w)}=1, OtOT (14)

Tale condizione ha come ovvia conseguenza che i due processi hanno le stesse
gerarchie di ordine finito . Si noti che la condizione (14) implica che l'insieme
(wwdQ, X(t; w) # X (t; w) corrisponde all’evento nullo, ma non fornisce
vincoli sull'insieme:

(0: w0Q, x(t;w)=x'(t;w) peralmenountOT )=| J{ow:wdQ, x(t;w)=x'(t;w)}

T a5

che potrebbe anche non corrispondere a nessun evento, in quanto implica
un’infinitd non numerabile di unioni.

Sul piano formale un processo separabile puo essere definito come segue:

Def. 3 Un processo X(tw) si dice separabile se esiste un insieme
misurabile SO T ed un evento nullél tale che, per ogni insieme
chiuso kI (- , + ) ed ogni intervallo aperto I, i due insiemi:

{wwdQ, x(tw)OK, tOlnT} {welQ, x(tw)dK, tOnS

differiscano per un sottoinsiemeldi

10
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3. PROCESSI DETERMINISTICI

Tra tutti i processi aleatori esiste una classe la cui descrizione statistica risulta
estremamente semplice. Tale situazione si verifica qualora lo spazio base ha
dimensione finita ed esiste una corrispondente biunivoca tra ippunQ e le
funzioni del tempo x (tw). In tal caso, in virtu della corrispondenza biunivoca,

w assume la funzione di un parametro, noto il quale risulta completamente
individuata la realizzazione.

Per fare un esempio supponiamo di disporre di un generatore ai cui capi sia
presente un segnale sinusoidale (oscillatore) acceso in un istante non noto, ma
molto remoto; allora il segnale d’'uscita del generatore potra essere posto nella
forma:

acos(2nf, t+q,) (16)

dove, non essendo noto [listante di accensiogg, rappresenta la
determinazione di una v.&, definita in[ 0, 21). Notog, risulta, in tal caso,
completamente individuata la forma d’'onda. Per descrivere tale processo e
guindi sufficiente conoscere la funzione di distribuziore (@).

Tali tipi di processi prendono il nome pliocessi deterministia ad aleatorieta
parametrica. Si pud asserire che la caratteristica qualificante dei processi
deterministici risiede nel fatto che I'aleatorieta si manifesta in maniera statica,
localizzata nel tempo all'istante iniziale dell’emissione da parte della sorgente

come scelta di una determinazione particolare del parametro.

11
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4. MEDIE D'INSIEME E MEDIE NEL TEMPO

BN

Nel par.l e stato mostrato come le informazioni statisticamente circa il
processo possano essere espresse per mezzo delle gerarchie di probabilita.
D’altronde, fissati n istanti di tempg ft, , ..., &, il processo individua una
variabile aleatoria n — dimensionale X =(X,, ... , X, ) con X = X(t), per

cui ha senso calcolare il valore atteso di una funzione f(X) di tale variabile
aleatoria.

Poiché, in virtu della legge dei grandi numeri, tale valore atteso puo essere
calcolato tramite il limite del valore medio di tale funzione calcolata su un
numero M di realizzazioni diverse(ty del processo, quando M tende ad
infinito (vedi fig. 2) tale valore atteso viene indicato con il termine di media
d’'insieme (di ordine n) di f, intendendo camsieme l'insieme di tutte le

possibili realizzazioni del processo.

12
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)

e

Media d’'insieme

FIG. 2

13
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Def. 4 Data una funzione f(X Xz, ... , X, ) si definisce media d'insieme

di ordine n di f il valore atteso:
E{f(X1, X2, ..., X0)}. (17)

Si osservi che tale quantita dipende dalla funzione di distribuzione
Dy1xo xn (X, X500 Xy 1,1, 1) e pertanto risulta essere in generale

dipendente dagli n istanti di tempat, ..., .

Tra le possibili medie d'insieme risultano di particolare rilevanza nelle

applicazioni le seguenti:

Valore atteso del processox () = E{ X(t1)}; (18)

Valore quadratico atteso del process@?it;) = E{X? (t,)}; (19)

Momento misto di ordine (1,1) del processo:
my () =E{ X (t1) X(t)} (20)

Funzione di covarianza del processo:
Kx™ Mty t)= E{[X(t:) - m(t)] [X(t2) - mu(t)]} (21)

Altre medie che possono essere considerate, oltre alle medie d’'insieme, sono
quelle effettuate su una singola realizzazione del processo’ (§ e che

prendono il nome dnedie temporali.

Def. 5 Data una funzione fgxXX,, ... , X, ) si definisce media temporale di

ordine n di f il limite :

<f [X(i) (tl),x(”(tz),...,x("’ (tn)]> —

R . . (22)
= lim = J’f[x“’(t+t1),x(”(t+t2),...,x(”(t+tn)]dt

-T/2

Tra le possibili medie temporali risultano di particolare rilevanza nelle

applicazioni le seguenti:

14
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* Valore medio:

T/2

()= @) =lm [x @etyen @3)
* Potenza:

_ i 2\ _ . 1% 2

P—<[x(”(t1)] >_ lim = ﬂzx(”(tﬂl)] dt (24)

e Funzione di autocorrelazione:

T/
Rx(tz—t1)=<X”)(tl)X(”(t2)>=Tli[nw% ﬂx“’)(t+t1)x“>(t+t2)]dt (25)
/

-T/2

5. PROCESSI STAZIONARI

Def. 6 Un processo aleatorio si dice stazionario in senso stretto se le sue
proprietd statistiche sono invarianti rispetto ad una traslazione

temporale

Cio implica che fissati n intervalli di temg; ,At,, ..., At,, la f.d.p. congiunta

leXZ...Xn (Xl ’X2 ""'Xn;tO +Atl 'tO +At2 ""’tO +Atn) (26)

Relativa alle v. a. Xestratte negli istanti di tempo=ty + At; non dipende dat
ma solo dalla allocazione relativa degli istanti di tempp, &, ..., &,
completamente individuata dai tendgiconi=1, 2, ..., n-1.

In alternativa agli intervalliAt; € usuale nella letteratura considerare gli

intervalli T, = t., — t (vedi fig.)

15
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>
t1 A ! n-f i t
At T T Tn- Tn-
«——pe—1 ple—2 2 ple—"1
At,
< >

In particolare, come conseguenza diretta della definizione si hanno le seguenti
proprieta di particolare rilevanza nelle applicazioni:
* La gerarchia del primo ordine non dipende dall'istante di tempo

considerato:

Pyy (Xq3t) =Py, (%) Ot UT; (27)

* Le medie d’insieme di ordine 1 sono indipendenti dal tempo. In
particolare si ha:
Mx(ta) = mx (28.2) m@t) =m@®  (28.0)
e La gerarchia del secondo ordine dipende solo dalle differenzg—

t; tra gli istanti di tempo considerati:

Braxe (%1 X031, 15) = B (%, %53T) L, ¢, 0T (29)

 Le medie dinsieme del secondo ordine non dipendono che dalla
differenzat = t, — t; tra gli istanti di tempo considerati. In particolare
si ha:

mil'l) (1)= I_lexz Pyaxa (X1, X5;T)dX dX, (30.9)
X1 X2

16
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Ky (m= Il(xl _mx1) (Xz _mxz) Pxix2 (Xl 1 X5 ;T)dxl dX2 (30.b)
X1X2

Per illustrare i concetti precedenti consideriamo il processo armonico nel par.3
allo scopo di individuare per quale tipo di distribuzionepdiale processo
risulti stazionario. A tale scopo iniziamo con il derivare la gerarchia di ordine 1
del processo.

Poiché x(t) =a cos(2mtf, t+@, ) (31)

la f. d. p. py, (X;;t;) pud essere calcolata a partire da quellapdi
osservando che, fissatg &d una determinazione sorrispondono due valori di

¢ : dati da

@ =—2T[f0tliarcos%§ mod. 2T, (32)
a

e pertanto applicando la regola per le funzioni di v. a. e osservando che per

ambedue le funzioni inverse si ha:

dpo|_ 1

|dX1|_\/a2 —x2’

Ox,0[-a,a] (33)

segue che:

1 f O
Px1 (X15ty) =75 Payg 2T[f0t1+arcos& RS
ya —Xi g 0a Whod.2nH

* Po, %%ﬁotl —arcosg(# % 0 xlm[— a, a] (34)

[a Od.ZH%

Dalla precedente relazione si ha immediatamente che, affinché
Py, (X;;t;) non dipenda datla Pog (@) deve risultare costante su tutto
lintervallo [ O, 2t) e quindi la v. ag, deve risultare a distribuzione uniforme

su tale intervallo, ottenendo

17
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o X, <-a 0 X >a

O 35
Pxa (X)=0 1 -~a< x <a (35)

0 az—xf

Tale condizione risulta essere, quindi, necessaria per la stazionarieta del
processo armonico. Per dimostrare I'eventuale sufficienza occorrerebbe
considerare le gerarchie di ordine n, con n qualsiasi.

In tal caso si puo trarre vantaggio dal fatto che, per n=2

X, =x(t,)=a cos(2mf, t, + @, )=a cos[(2nfO t, +@, )+ 2mf, T]:

=x, cos(2mf, 1)+ /a? = x2 sin (2mf, 1)

(36)

e quindi la f. d. p. condizionatBy , ; x, (X, /%4;t,,t,) dipende solo dae di
conseguenza la f. d. p. congiunta

Pxoxp (X2: X311, 15) =Py 5 xy (X2 X5 D) Pxg (X1)  (37)
dipende solo da. Per n >2 inoltre le v. a.3X X4, ..., X, sono legate in modo
biunivoco a X e X; una volta fissatiy, T2, ..., Tn.1 -
In effetti essendo il processo deterministico, si pud procedere in alternativa
come segue. Considerando una traslaziirs ha:

X(t, + At)=a cod(2mf  t, + 21 At + @1y ) |=a cod2mif o t, + @) (38)

con

Qo=@ +21f At mod. 21t (39)

pertanto il processo pud essere pensato come dipendente dalla huaga v. a.
Affinché le sue proprieta statistiche risultino inalterate rispetto ad una
traslazione arbitraria, le due variabili aleatagiee ¢ o devono avere la stessa f.

d. p., ma poiché, in base alla (39), si ha:

Por, (@)= Pog I_((P'o - 2T[At)mod. 2nJ (40)

ed inoltre I'eguaglianza deve valere per afyijine consegue che tali condizioni
sono verificate se e solo ;B (@) risulta essere costantelil , 2t).

Risulta dimostrato pertanto il seguente teorema:

18
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Teorema 1 Il processo armoni$acos(2nf0t+(p0)} risulta stazionario

Y

in senso stretto se e solo se la v.ga. € uniformemente

distribuita nell'intervallo[ O , 2t).

Poiché la proprietd di stazionarieta in senso stretto risulta molto restrittiva
nonché difficile da verificare, € utile introdurre una seconda forma di

stazionarieta piu debole della precedente.

Def. 7 Un processo aleatorio X() si dice stazionario in senso lato se:

A. m@(ty) < +oo (41.a)

B. Il valore atteso € indipendente dal tempg(ta) = my = cost
(41.b)

C. Lafunzione di covarianza dipende solo dall'intervalle t, — t;:

Ki(ti, ) =Ky (b —1) = Ke(T) (41.0)

Owviamente un processo aleatorio stazionario in senso stretto lo & anche in

senso lato, mentre in generale non e vero il viceversa.

19
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ERGODICITA

La definizione di processo aleatorio come famiglia di variabili aleatorie
indicizzate da un parametro implica che per poterne derivare le proprieta
statistiche su base sperimentale occorre fare ricorso ad un numero
sufficientemente elevato di realizzazioni ottenute da sorgenti di costituzione e
condizioni di funzionamento identiche. Cio non di meno é lecito chiedersi se
esistano delle classi di processi per le quali tali informazioni possono essere
dedotte a partire da una singola realizzazione del processo, ovvero in quali
condizioni le medie temporali e le medie d’insieme coincidano. | processi per i
guali, cio accade vengono detti ergodici. La nozione di ergodicita ha fatto la sua
prima apparizione nella teoria cinetica e nella meccanica classica statistica ad
opera soprattutto di Maxwell, Boltzmann, Clausius e Gibbs, mentre le prime
dimostrazioni matematiche di teoremi ergodici inerenti I'intercambiabilita tra
medie temporali e medie d’insieme sono state date da Birkhoff (1931) e Von
Neumann (1932). Owviamente una definizione di “ergodicitd” basato
sull'intercambiabilita tra tali operazioni, anche se chiara dal punto di vista
concettuale, rischia di non essere operativa (per verificare, infatti, I'ergodicita
di un processo occorrerebbe disporre delle medie d’insieme) e di non mettere in
luce la struttura interna del processo. L'approccio qui seguito € pertanto quello
di definire I'ergodicita in modo formale in base a proprieta statistiche del

processo e derivare successivamente dei teoremi ergodici che stabiliscono

20
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l'intercambiabilita tra medie temporali e medie d’insieme. Il punto di partenza
sul piano concettuale e costituito dall'osservazione che, dato un fenomeno
aleatorio, ed un evento ammissibidecon probabilita RiE}, la legge forte dei

grandi numeri ci assicura che:

lim %:Pr{E} (Prob.1) (42)

cioé che si ha la coincidenza tra il limite del rapporto di frequerZeNNe la
probabilita PfE} dell’evento, a meno di un insieme di esperimenti di misura
nulla, essendo Nil numero di prove in cui si verifica I'event®e N il numero

di prove totali. Ora elemento essenziale nella derivazione della legge forte dei
grandi numeri e costituito dal requisito che le prove siano statisticamente
indipendenti. Se quindi tale condizione appare come un requisito naturale nel
costruire il fenomeno aleatorio combinato costituito da N ripetizioni del
fenomeno di partenza, essa non € in genere soddisfatta quando si passa ai
processi.

Supposto infatti che x(t) sia un processo stazionario, se si considerano le
determinazioni x X, ..., %, assunte dalle variabili aleatorie estratte negli n
istanti di tempoit, t;, ..., t,; poiché la f. d. p. ad essa associata € la stessa in
virtl della stazionarieta, esse potrebbero essere pensate come il risultato di N
ripetizioni del fenomeno aleatorio associato alla singola variabile aleatogia X

si potrebbe pensare di applicare la legge dei grandi numeri. In tal caso pero
richiedere I'indipendenza statistica tra le prove condurrebbe a considerare solo
la classe estremamente ristretta di processi per i quali le singole yvsianX
mutualmente statisticamente indipendenti.

In effetti, come mostrato ifDoob, 1954, pagg 465 e sgaffinché la legge dei
grandi numeri possa essere applicata cid che occorre & che, preso I'insieme di
tutte le realizzazioni del processo, non appena si toglie da tale insieme un
sottoinsieme di realizzazioni di misura di probabilita non nulla ( e ovwiamente

diversa da 1) il processo che cosi si ottiene non sia stazionario
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Conseguentemente con tale impostazione si ha la seguente definizione di

processo ergodico:

. 8 Un processo e ergodico se:
A. E’ stazionario in senso stretto

B. Non contiene sottoinsiemi stazionari in senso stretto con
probabilita diversadaOodal

Y

La coincidenza tra medie d’'insieme e medie temporali € poi assicurata dal
seguente teorema, noto anche coegge forte dei grandi numeri per processi
stazionari in senso strett@er la cui dimostrazione si rimandd[@oob, 1954,

pagg 465 e se{-

Teorema 2 In un processo ergodico la media temporale di ordine n di una
funzione di una realizzazione e uguale per tutte le realizzazioni (a
meno di un sottoinsieme di probabilitd nulla) e coincide con ka

media d’insieme della stessa funzione.

Commento: In essenza il teorema implica che ogni realizzazione di un
processo ergodico contiene in sé tutta I'informazione possibile
sul processo in quanto una sorgente ergodica produce, nel corso
di una realizzazione, tutte le situazioni ed i casi possibili per il
processo con una frequenza pari alla probabilita di detti eventi.
Quindi prese M sorgenti aleatorie identiche, all’interno di ogni
realizzazione si troveranno ovviamente con istanti di
presentazione diversi, tutti i casi possibili.

Esempio: Allo scopo di illustrare I'operativita della definizione si consideri
il processo armonico: X(t) di cui x(t) =a COS(ZT[fO t+ (po)
costituisce una realizzazione. E’ stato gia dimostrato nel par. 4

come tale processo sia stazionario in senso stretto. Se ora si
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considera, tra tutte le realizzazione, il sottoinsieme costituito
dalle realizzazioni per cuipy O [b, ¢ ) O [0 , 20 si ha
immediatamente che tale sottoinsieme a cui compete una misura
di probabilita pari a:

¢ _c-b
{ Po (%) de o (43)

non risulta stazionario in senso stretto, infatti con riferimento al
par. 3 la v. a@o presenta una f. d. p. data dalla eq. (40) che

pertanto si modifica come rappresentato in fig.

P Poa (9o ) Po (¢ )

—

> ¢O’¢IO

0 c ) 2% c+2 At pu

Conseguentemente il processo e ergodico.
Qualora a sia invece la determinazione di una v. a. A per cui il
processo risulta dipendente dalla coppia (@, ) ogni
sottoinsieme di realizzazione per cuilday, &] eq@ O [0, 2)
risulta stazionario in senso stretto. Infatti si noti che la f. d. p.
congiunta puo essere posta nella forma

Pxixz .xn (X0, Xz 0 Xni i tasety) =

(44)
=Pxix2 .xn/ia (X0 X200 Xnity, oty TA)PA(Q)
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e che la f. d. p. condizionata & esattamente del tipo analizzato
nel par.3 nel caso di a noto. Poiché tale sottoinsieme ha una

misura di probabilitd paro a

az

[dDA () (45)
ag

in generale diverso da 0 e 1; tale processo non e ergodico

Si noti che il Teorema 2 impone la coincidenza tra medie temporali e medie
d'insieme comunque si scelga la funzioney,f(, ..., % ). In effetti tale
coincidenza potrebbe essere “investita” anche da un punto di vista differente,
ovvero dato un processo aleatorio X{); ed una ben precisa funzione f (ad

esempio f(x) = x,*) ci si potrebbe chiedere sotto quali condizioni risulti:

T/2

tim 3 rOlee =€, {1 (c.) @s)

[ovvero per definizione di limite in media quadratica

T/2 ﬁ%
im EFE [ [x()]dt-Ex {f (x,}0 B 0 ’
e fhole, el =0

112

Come mostrato ifWong e Haick, 1985, pagg. 69 — T0in tal caso una

condizione sufficiente affinché la (45) sia valida e che risulti

J"Rf (T)|dr <+ 00 (46)

in cui R(1) € la funzione di covarianza di fjx Ovviamente in tal caso la (46)
va verificata per ogni funzione d’interesse.
Dato un processo stazionario non ergodico, I'insieme di tutte le possibili

realizzazioni puo essere suddiviso in sottoinsiemi ergodici.
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TRASFORMAZIONI LINEARI DI
PROCESSI

1. INTRODUZIONE

Dato un processo aleatorio X(t) ed un filtro con risposta impulsiva h(t), sia Y(t;
w) il processo le cui realizzazioni v(t) siano costituite dalle uscite del filtro

guando in ingresso vengano applicate le realizzazioni x(t) diX(t;

{y(t; ).t OT}={x(t; ) (t) , tOT} 1)

Allo scopo di analizzare il legame esistente tra le proprieta statistiche diX(t;

e Y(t; w), si osservi che il filtro costituisce una trasformazione permanddite
conseguenza se il processo d’ingresso € stazionario in senso stretto, anche il
processo d’'uscita risultera stazionario in senso stretto, in quanto sia le proprieta
statistiche dell'ingresso che il comportamento del filtro risulteranno invarianti
rispetto alle traslazioni temporali. Inoltre se il processo d’ingresso € ergodico,
anche il processo d’uscita & ergodico.

Il legame esistente tra le medie d’insieme del 1° e del 2° ordine dioXét)Y(t;

w) posoono essere derivate in modo semplice dalle regole relative al transito di

un segnale certo attraverso un filtro e ricordando che l'ipotesi di ergodicita
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implica la coincidenza tra medie temporali e le medie d’insieme. In particolare

si esaminera ora il caso del valore atteso e della funzione di covarianza:

(y(1)) =y(t) = [h@x(t-1)dt = Ih(r)x(t—r)t dr =

* Valore Atteso:
Per il calcolo del valore attesoy(t) di Y(t; w) si osservi che

presa una realizzazione x(t) di X¢b) per il valor medio di y(t)
vale la seguente relazione:

+o00

)

= +fh(r) XD d=x(®)' O[h(r) e

00

Se quindi il processo X(tp) e ergodico si ha:

+00

my =E{y(O}=y(0' =x(0) [h(D)dr=m; Ofh(t)dr @

—00

Si noti che l'integrale della risposta impulsiva del filtro & uguale al
valore della funzione di trasferimento H(f) calcolato in f=0. Pertanto la
precedente relazione pud anche essere posta nella forma:

my = my [H(0) (4)

* Funzione di covarianza:

Per il calcolo del legame tra la funzione di covarianzg (K
dell'ingresso e quella dell’uscitayK(t) conviene esaminare il caso piu
generale di una coppia di process{tXw) X,(t; w) le cui realizzazioni

transitano in due filtri con risposte impulsivgthe hy(t).
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— ha(t) —

—> hz(t) —

In tal caso la funzione di intercorrelaziongB(t) tra le uscite yt) e

y»(t) dei due filtri, per definizione e pari a:
T/2

1
P, (0= lim — J'ylD Oy, (t+1)dt ®)
-TI2

Poiché inoltre y(t) e w(t) sono legati a Xt)e a x%(t) dalle note

relazioni:
y, ()= Ihl('s) X, (t—3)dd (6.2)
yz(t)=jhz(?\)><2(t-A)d>\ (6.b)
si ha:
T/2 4+ +00
PYle(r)=TIi£nm?_TJ’/2LhE(S)xE(t—S)dB_J;hz()\)xz(t+T—)\)d)\dt=
+00 +00 . 1 T/2 O (7)
— (nO 4 Ot _ _ =
-_J;hl(a)_J;hz()\) E‘IITwT _f[/);l(t Y x,(t+1 )\)dtéd)\dﬁ
=IhE(B)J’h2()\) [(Peyx, (T-A+9)dAdd
posto, quindip =A -6 si ha:
Py, (1) = Ipxlxz (T—H) Ihlm(’s)hz (B +p)dddu =
- - (®)

+00

= IPXlXZ (T - U) Eh1h2 (U) dl'l = PX]_XZ (T) |:|Eh:|_h2 (T)
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Si noti che ponendao,t) = w(t) si ha:

y1(t)=x,(t) 9)

Enyn, (D) =Ug(t) D hy (1) =hy (1) (10)
e quindi

PY1Y2 (T) = PX]_X 2 (T) [hZ(t) (11)

Analogamente postoft) = w(t) si ha:

Yo (1) =X, (t) (12)
Enyn, (1) = hy(t) O ug(t)=hy(-t) (13)

Py, (1) =Pyx, (T) Chy(-t) =hy(-t) [Py x, (1) =

(14)
=h, ()0 P (T

Le regole relative alla trasformazione di un solo segnale possono essere dedotte
immediatamente da quelle relative ad una coppia di segnali. Infatti pfte x
X2(t) = x(t) e h(t) = hy(t) = h(t) dalla (8) si ha:

Py y (1) =Py x (1) DEq (1) (15)

Inoltre dalle (11) e (14) si ha:
Py (1) =Pxx (1) Lh(t) (16)

Py (1) =Py x (1) O h(t) (17)

Le precedenti relazioni sono riassunte in Tabella 1 insieme alle corrispondenti
relazioni nel dominio della frequenza.

Se il processo X(T) é ergodico dalle (15) e (16) segue che

m{y (1) =m OE ., (1) (18)
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My’ (1) =m Ch(1) (19)

Piu in generale se &; w) e X(t; w) sono congiuntamente ergodici, dalle
(8) e (11) siha

i, (O=EYE0 Yot + =Ry, (0 =P, (0, (0= ML (1), (1) (20)
M (O =EXT) o (t+ =Py, (1) =Py, (M T, =m_ (1)Th,(1) (21)

m{, O =EYTO X, (+ O} hy (00 Pey, @ =hy 0 TmER ()
(22)
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TABELLA 1

X(t)
—>

h(t)

wo»

+o00

1. y® =x@' Ofh(ydt

2. Pyy (1) =Py x (1) OE,(T)
3. Pxy (1) =h(1) 0Py (1)

4. Pyx (1)=h(1) 0Py (1)

y(©)' =x(1) H(0)
Py ( f)=Pyx (T )IH( )
Puy (f)=Pyy (f)H( )

Py (f)=Pyx (f )DHD( f)

yi(t)

Xa(t (1)
Xa(t) hy(t)

)’2('[)>

5. PY1Y2 (T) = PX1X2 (T) UE hiha (T)
6. Py, (U= Pxx» (1) Oh, (1)

7. Pyix, (M=hy(1)0 Pxix2 (™

R, ()= Pxyx, (F)H{(f)H,(F)

levz( f ):lexz( fYMH,(F)

Rox, (T)=Pyx, (F)H(F)

30



Processi Aleatori

PROCESSI GAUSSIANI LIMITATI IN
BANDA CON BANDA 2w CENTRATA
INTORNO A f, [fo > W]

In analogia a quanto effettuato per i segnali certi si definisce:

Def. 1 Processo ergodico limitato in banda, con occupazione di banda 2w
centrata intorno aof, un processo la cui generica realizzazione non
venga alterata nel transito attraverso un filtropassa banda ideale con

funzione di trasferimento

H(f)—ﬂ perf,—w<[f|<fy,+w
%3 altrove

Cio posto consideriamo un processo X(t), gaussiano, ergodico, a valor atteso
nullo, limitato in banda con occupazione di banda 2w centrata intogola f
guesto caso la singola realizzazione x(t) pud essere espressa in termini di

componenti analogiche di bassa frequenza rispettp@me segue:

X (t) =x.(t) cos(2rtf, t) —x(t) sin(27tf 4 t)
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D’altro canto, indicata con)A(('[) la trasformata di Hilbert di x(t), le
componenti analogiche di bassa frequenza sono legate a 9?(()12)3 dalla
trasformazione lineare

X.(t)O Ocog2mf,t) sin(271tf,t) (Ho

o Brsinanyt) coserto Tk

Conseguentemente le proprieta statistiche dei due procggse Xs(t) possono
essere dedotte, in modo semplice, da quelle di X(t) e delle sua trasformata di
Hilbert.

A tale scopo si osservi che essendo X(t), gaussiano, stazionario, ergodico, a
valor medio nullo, anche il process{é(t) ottenuto come uscita del filtro di
Hilbert, quando venga applicato in ingresso X(t) € ancora gaussiano,
stazionario ed ergodico ed inoltre poiché la funzione di trasferimento del filtro

di Hilbert Hy(f) vale
Hy (f)=—jsign(f)

si ha:
P (F)=Pex (F)IH () =P ()

Ovvero ricordando il Teorema di Wiener — Khintchine ed osservando che |l

valore atteso e nullo si ha:

K3 (0 =F 4P ()} -m2 =F Pz (F)}=Kx (1)

Poiché quindiX(t) ha la stessa funzione di covarianza di X(t), ne consegue che
)A((t) ha la stessa gerarchia di probabilita di X(t).
Si noti inoltre che x(t) e)A(('[) risultano ortogonali tra loro, infatti applicando

le regole del transito di un segnale attraverso un filtro si ha:

P (@=hy(m0O Pxx(T):%DPxx(T)zlsxx (™

Poiché Rx(t) € una funzione pari elv & una funzione dispari si ha:
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AT /2 +00

1 o 1
P& (0) ‘AIT”POOE _A‘[/Xz(t) X(t) dt—_JO; Rex (1) EdT =0

Conseguentemente essendo, =My =0, per I'ergodicita si ha:

KX)A( (O)=PX)A( (0)_mx mf( =0

e quindi le determinazioni xjte X (tl) estratte da X(t) @A((t) nello stesso
istante di tempo sono statisticamente indipendenti.
Cio posto, poiché #t) e x(t) sono ottenute da x(t) 5(('[) tramite una
trasformazione lineare, anche le v. a & X estratte da Xt) e X(t)
nell'istante { saranno ancora congiuntamente gaussiane, incorrelate, a valor
atteso nullo e varianzvaf(C :0>2<S =0>2<
Infatti:

My 0 Ocos(2mf,t) sin(2mf, t)O My 0 0O

Ay 5 [Fsin@nfot) cosenf, tHng £ B

Ecic cxcxsgzgcos(zmot) sin(2mf,t)0Lb% 0 Icos(2mf,t) —sin(ZTﬁOt)EF
FPx oXs ois g rsin@2mfyt) cos@mfy t)g50 ci%in(Zmot) cog2tf,t)

62 o0
=0 , 0
00 o0

c.d.d.

Piu in generale allo stesso modo si pud dimistrare ¢ & X(t) sono due
processi congiuntamente gaussiani con valor atteso nullo e funzioni di

covarianza:

Kxoxe (D =Kxxs (1) = K% (1)

Kxxs (=K XeXc (1) =KX (1)

In cui K§ (1) e K3(T) sono le componenti analogiche di bassa frequenza

della funzione di covarianza dixK) rispetto a{:

K (1) =K% (1) cos(2mtf, T) —K§ (1) sin(2mtf, T)
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INVILUPPO E FASE DI UN PROCESSO
GAUSSIANO

Dato un processo gaussiano X¢); ergodico, a valor medio nullo e limitato in
banda, con banda 2w centrato intorng, aifdefinisce inviluppe fasedi X(t ;

w) rispetto afil modulo e la fase dell'inviluppo complesso, ovvero

E*/(t):\/xz () +x2 (1)

t t —lxs()
DD() ag %.(0

Pertanto per la singola realizzazione x(t) si ha la seguente rappresentazione:

x(t) = v(t) cog2mf, t + b (t)]

Per il calcolo della gerarchia di ordine 1 di v(t) epf) si osservi che

e (0=v(D) codo(t)]
X< (1) =v(O) sin[o(1)]
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E quindi poiché la gerarchia di ordine 1 ditke x(t) vale:

a s
1 202
- X
Px01x51 (Xey Xgp) 2T[02€
X

e lo Jacobiano della trasformazione, che equivale ad un cambiamento di
variabile da cartesiano a polare, vale:

cosp, sing,

W)= —V;Sind; v, Cosf,

:V1

in base alla regola del cambiamento di variabile si ha:

2
M
2
Vi_g 20k ,v;>0,6¢,0[0,2m)

2mo?2

X

Pyo, (V1,91)=

La gerarchia di ordine 1 dell'inviluppo pud essere calcolata dalla precedente

relazione per saturazione, ottenendo:

2 2
o ! "
V 2 V 2
— 1 20 -1 20
1 2105, Oy

Tale f. d. p. € nota come f. d. p. di Rayleigh. La funzione di distribuzione di V

si ottiene immediatamente per integrazione della f. d. p. :

I'2 \%H

- r _2072 202
0 ox

Inoltre per il valore atteso, per il valore quadratico atteso e la varianza

dell'inviluppo si ha:
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V2 V2 |:| V2

(2] T oo} T D -
mV:E{v}:ILZe 20 dv=[vd(e 2% )=rve 2
0 O-X 0

v2

00 _272 B n
‘([e ox dv—oxJ;
m? =E,, {vz}: Ex..xe {xg +x§}: 207

11
0\2,:(2—5)05(

Si noti che nel derivare il valore quadratico atteso, si e fatto uso
dell'incorrelazione tra Xt) e x(t), allo stesso istante di tempo.

Per cio che concerne la fagét), la sua gerarchia di ordine 1 puo essere
ottenuta dalla f. d. p. congiunta;Ri(vi, 1) per saturazione rispetto a, v

ottenendo

\ V.

2 2
1 1

Vy

” ) 02 1 y 202 1
Pe, (91)= e 2 dv, =—(d(e %) =—
1 4: 2n-([ 21

2102

Cioé la fasep(t) € una v. a. a distribuzione uniforme nell'intervdllo, 2r). Si

noti inoltre che, poiché:

Prop (V1,91)=Ry, (V1) Py, (01)

linviluppo e la fase del processo X{@ ), considerati allo stesso istante di
tempo, sono statisticamente indipendenti. Infine, in talune applicazioni puo
essere utile considerare il quadrato B(t) XtV dellinviluppo. Per tale

processo si ha:
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N _ b

2
1 Zox

s, (by)= E]]ZG)Z( €
=Y

b>0

b<0

m, =E{B()}=E{v>()}=202

m@ =efv w)=efew ol = eliw oo o)

=30, +20%0% +30, =80,

02 =m® -m3 =405

Infine per la funzione di autocorrelazione di tale processo si ha:
Pos (0 =m&2 (1) =E{x2(0) +x2(]|x2(t+ 1 +x2(t + 0 f}=
-e{lcoxea+n}+eleoxa+ ol e{xzmxea+ o
+e{x2 2 0)= o2 +2Ex O x @+ ) + 02 + 2E{x (O x L+ DI +
+0% +2E{x (O xc (t+ DY +0oF + 2E{x () x(t + DI =
= 402 + 4k (] +4k3 @f
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PROCESSO DI WIENER

Nel definire il processo di Wiener appare utile partire dall’analisi di un
possibile meccanismo di generazione di tale processo. Pertanto, con riferimento

allo schema di fig.

y(t)

O%,-p

x(t)
—>

sia X(tw) un processo gaussiano, ergodico, a valor atteso nullo e spettro di

densita di potenza uniforme in(-+o):

P (F)=Ng

conseguentemente, la funzione di covarianza diwX(tper il teorema di

Wiener — Khintchine , varra:

Kyx (1) =Ng Ug(T)

Sia imootre y(t) l'uscita dell’integratore quando in ingresso viene applicata una

generica realizzazione x(t) di X@):

38



Processi Aleatori

y(t)= I X(8)dd
0

Si noti che , poiché lintegrale viene attivato dall'istante t=0, l'uscita y(t) sara
identicamente nulla per t < 0, quindi il processo d'uscita non potra essere
stazionario.

Poiché la trasformata, anche se variante nel tempo, € lineare il processodi uscita
Y(t; w) risulta ancora gaussiano.

Il valore atteso m(t;) pud essere calcolato come segue:

mY(t1>=EY{y(t1>}=Ex§!x<3> ds§= [Ex@)} dd = [m, dd=m, [ d9 =0
0 0 0

Allo stesso modo per il valore quadratico attes@ (t)) siha:

@ _ {[ 2}_ @1 t E_ g ~
m (t2) =Ey {y(t)]’[=Ex [ x(92) 98, [[X(9) 9, L= JEX(9:)x(9,)}d9,dd, =
0 00

g

1
IINOUO(Bl—ﬁz)d{)ld{)Z: NO.[ dd =Nyt
00 0

Quindi il processo Y(tiw) € ancora a valor atteso nullo, ma il suo valore
guadratico atteso cresce linearmente nel tempo, cosa che conferma la non —
stazionarieta di Y (t).

Essendo Y(t) gaussiano, a valor atteso nullo, per poterne scrivere la generica
gerarchia di ordine n, e quindi per poterlo descrivere in modo completo dal
punto di vista statistico, occorre calcolare la funzione di covariapgzé; Kt,).
L’espressione di tale funzione pud essere dedotta seguendo il processo gia
delineato nel calcolo del valore quadratico atteso. In particolare, osservando

che il valore atteso di Y(tp) € nullo si ha:
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Kyy (ty,t)=Ey {[y(tl) —my (tl)][y(tz) —Mmy (tz)]}z

1 to t1 to
=Ey %‘[X(al) dd, |qx(az) a3, EFI IE{X(‘91) X(BZ)}dﬁldSZ =
070

0
t1t2

IINO Up (9, —9,)dd, dd,
070

Per il calcolo dell'integrale doppio che compare nella precedente relazione si

osservi che in virtu delle proprieta dell'impulso matematico si ha:

2 1 sed,st
[uo®:-92)0%,=0) ] o op
0 1 2

L>1 1>

FIG a FIG b

e quindi, come appare evidente dalle figg. a e b, I'integrale rispdtialiatale
funzione sull'intervalldo, ;] valet set<tetset>t . Diconseguenza:

Kyy (t1,t2)=Ngmin(t,,t,)

Owviamente il valore quadratico atteso pud anche essere calcolato direttamente

da tale realazione ponenda-tt; .
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Cio posto pud essere data la seguente definizione formale di processo di

Wiener

Def. Si definisce processo di Wiener, un processo gaussiano, definito
sull'intervallo T =[ 0, ),
» avalor atteso nullo

« funzione di covarianza del tipo

Kyy (t3,t2)=Ngmin(ty,t,)

N T AT ,
ty Nt vvi.ltt I

Il processo di Wiener gode dell'importante prorpieta che comunque si fissino n
+ 1 istanti di tempo

O<ty <t; <t, <..<t_, <t; <...<t,

gli incrementi £:

Z=Y(t)-Y(t_), i=l..n

che il processo Y(tw) subisce negli n intervalli di temppt.y, t ] sono

congiuntamente gaussiani, a valor atteso nullo, varian%lzapari a
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O—éi :NO(ti_ti—l):NOAti COﬂAti:ti—ti_l

e tra loro staticamente indipendenti.
Per dimostrare tali proprietd e sufficiente osservare che gli incrementi Z

possono essere in termini del processo ¢§ttome segue

Z. = Ji’x(e)dﬁ

|
ti-1

e procedere come per il calcolo del valore atteso e della funzione di covarianza

del processo di Wiener, In particolare si ha;

E, {z }=Eyx %]’x(ﬁ) d{}%: }Ex{x({})}dﬁ =0

i-1 @ ti—1

H t t

0%, =B, {2 -m,, } =B, B [x©) 9, jx(sz)dm%:
i-1 ti-1 B
:fl 'Ex{x(al)x(ez)}deldazzf JI’NOuO(ﬁl—Sl)dﬁldﬁzzNoAti

ti-1tj—1 ti-1tji—1

i-1 tj-1 E
O N Y LGOI CO TN
L g g
ti-1 tj-1 ti-1tj-1
= I IEX{X(’Sl) X(’Sz)}d’sld’sz =Ny I I Ug (D, —9,)dd,d3,

ti Ot ti ot

ti-1 t -ty

= NO I reCtAt('Sl_ ) )dﬁ, :O
J 2
i
Si noti che nell'ultimo integrale, lintegrando e diverso da zero solo
nellintervallo [ t., t ] che non ha parti in comune con [lintervallo
d’integrazione.
Poiché gli incrementi Zsono incorrelati e gaussiani, essi risultano anche

statisticamente in ipendenti.
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Laf. d. p. p(2) relativa agli incrementi vale:

py(2)=— o 205

27IAt, )Y
Iu( AL )

Uilizzando tale f. d. p. € agevole dimostrare che il processo di Wiener € un

processo di Markov semplice. Infatti osservando che, presd@dted essendo

Y(0) =0, si ha
[z,0 01 0Ty, 0
oo O
%ZD:D_l 1 N
o.0ad. -1 1 .[[1..0
0 gd (] O
£n[ |:|O -1 lED,nD

e poiché la matrice A e triangolare, il determinante di tale matrice e pari al
prodotto degli elementi della diagonale principale, e quindi il determinante
Jacobiano della trasformazione € pari a 1, per la nota regola del cambiamento di

variabile si ha:

n

2 (yi-vi-n)?
_ ~ 1 izl 2N At
PY]_....Yn (y11y21"-lyn:tlatzi---,tn)— e

n
M (2TIN AL, )2
1=1

Tale relazione fornisce la gerarchia di ordine n del processo di Wiener.
Per dimostrare che il processo di Wiener & un processo di Markov semplice si

osservi che in base alla relazione precedente, si ha:
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Py v, (Yireo Ynityenty)

Py iveavs Yo ! Yocaeen Yoty ty,nty) = :
Yn/Yn-1..Yp \Yn ! V-1 LR n Py v Vi Yoea st thg)

n-1 (vi-yi-1)? 2
1/2 -Vn—
|1(2nNOAti) 21 2NoAt e(yz"Nthln)
i L 2 [2TIN At
[]@mNoat)™ P 0%
=1

e quindi, poiché la f. d. p. condizionata dipende solo ¢la & come é facile
verificare, coincide con 1aR, ;v v;(Yn/Yn-pon¥aity tonnty) ol
processo e di Markov semplice.

In particolare si osservi che condizionatamentg.a,YY, € una v. a. con valor
atteso pari a Y; e varianza pari ad\\t; .

Cio risulta evidente se si osserva chgeYari a :

Yn :Yn—1+zn

La prorpieta di Markovianicita pud essere spiegata dal punto di vista
concettuale, considerando che una volta noto il valore dell'integratore
nell'istante {; , il valore assunto dall’'uscita dell'integratore all'istante t
dipendera solo dalla storia dell'ingresso nell'intervdlp,, t ], poiché pero i
valori assunti dall'ingresso in tale intervallo non dipendono statisticamente da
quelli assunti nell'intervallq 0, t. ], tutta I'informazione statistica relativa

allintervallo[ O, &, ] € assunta dallo stato dell'integratore all'istapte t
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SERIE DI MARKOV

Presa una serie aleatoria X@) essa si dice discrete le variabili aleatorie
X(ty), X(t2), ... , X(t) estratte negli n istanti,tt,, ... , t,sono variabili aleatorie
discrete che possono assumere una fra L possibili determinazioni appartenenti

all'insieme A:

A={X,, X5, .u X }

con L eventualmente infinito. L'insieme A prende il nome di Alfabeto di

sorgente.

Analogamente la serie aleatoria si dice continua se le predette variabili aleatorie

risultano essere v. a. continue.

Cio posto, e possibile formularela seguente definizione di sorgente, ovvero di

serie di Markov discreta.

Def. Una serie aleatoria discreta (e la sorgente che la emette) si dice di
Markov di ordine M se detti

tkl,tkz, ...,tkN

N istanti di tempo in ordine crescente con N > M+1, e indicate con
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xlky]=x(ty,)s X[ko]=x(t, ) oo X[k [ (1t )

le generiche determinazioni delle v. a. estratte in detti istanti, le
probabilita delle determinazioni della v. é([kn] condizionatealle
determinazioni X[k, ], X[k, ], ... x[k 1] dipendono  dalle
determinazioni delle M variabili aleatorie che precedord,]X In

formule
PriX[kn]:xikn /X[kn-l]:Xikn_l""'x[kl]:xikl }: o
= Pr{X[kn] :Xikn /X[kn—l] :Xikn_l,...,X[kn_M]:Xikn_M}

Per M = 1 la serie viene detta di Markov semplice

Si osservi che come per i processi di Markov, anche per le serie di Markov la
gerarchia di qualsiasi ordine e ottenibile a partire dalla conoscenza dellaa
gerarchia di probabilita di ordine M+1.

Infatti in base alla (1) per n > M+1 si ha:

PriX[n]=x; /X[n-1=x; ...X[]=x, }=
= Prix[n]=x, /X[n-1=x, .. X[n-M]=x, _ O
PriX[n-1=x, _ /X[n-2=x, ... X[n-1-M]=x, _ }0 @
2.Brix[M +1=x, . /X[M]=x; .. X[]=x, }O
Prix[M]=x,, ... X[]=x; }

In-1-M

ed inoltre:

PF{X[n]:Xin/X[n_l]:Xin_l""’x[n_M]:Xin—M }=
_ p,{x[n]?Xin,x[n—l]:Xin_l,...,X[n—M]=>§in_M } (3)
PV{X[n—l]:Xin 1---’X[n_M]:X'n-M}

-1

Ovviamente le gerarchie di ordine inferiore a M+1 possono essere ottenute per
saturazione della gerarchia di ordine M+1.
Anche nel caso delle serie di Markov, la gerarchia di probabilita di ordine M+1

dovra soddisfare la relazione di consistenza rappresentata dalla relazione di
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CHAPMAN — KOLMOGOROFF. Per derivare le implicazioni di tale relazione,
si cominci con il considerare una serie di Markov semplice.
A tale scopo si osservi che nel caso di serie discreta, la gerarchia di probabilita
del 1° ordine puo essere riscritta in forma piu compatta introducendo il vettore
Pky] i cui elementi sono costituiti dalle probabilita che la v. k. Xassuma le
singole determinazionix..., x_. In formule:
Pr{X[k, ] =x,}0
Plk, ]= %r{x[kn] zxz}é 4)

Prixt]=x )3

D’altronde, considerando due istanti di temhg] e tkl , per I'elemento i —

esimo di tale vettore si ha

PX[k,]=x}= i PiX[k,]=x, X[k ]=x} i=1..L  ©

=1

ovvero, esprimendo la probabilita congiunta tramite le probabilitd condizionate

si ha;

pix[k,]=x,}= PiX[k, ]=x; /X[ ]=x; JPdX[k, ]=x, }i=1...L  (©)

=1

Tale Relazione che vale per il singolo elemento del vettore pud essere riscritta

in modo piu compatto, in forma matriciale, come segue:

P[kn]:rl [kn’kI]DP[kl] (7)

in cui H[kn,kl] e la matrice LxL il cui generico elemento (i, j) € costituito

dalla probabilita condizionatE’r{X [kn] = Xi/X[k| ] = Xj}:
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X[k, ]=x/X[k J=x.} o X[k, ]=x X[k ]=x, }O
_ %r{X[kn]sz/X[k,]:xl} Pr{x[kn]zxzi/x[kl]le_}g (8)
Ml :

Xl J=x, Xl =x) o PeXlol=x /Xl ]=x e

Si noti che la somma degli elementi di ciascuna colonna della matrice

|‘| [k,.k] & pari a 1, in quanto la funzione di normalizzazione

iZpr{x[kn]:xi/x[kl] =x,}=1 ©

Si noti che la reazione (7) vale per qualsiasi serie discreta.

Nel caso in cui la serie discreta sia di Markov semplice, la relazione di
CHAPMAN — KOLMOGOROFF pu0 essere scritta in forma matric@dene
fattorizzazione ~ della  matrice [7[k,k]. Ovvero presi 3 istanti

L < Ty, < Ty, siha

n[kn’kl]z I_l[kn’km]lzl_l[km’kl] (10)

Per la dimostrazione della (10) si osservi che per ciascun elemento della

matrice n[kn,kl] si ha:

P’{X[kn]zxi/x[kl]zxj}zZP’{X[kn]:Xi’ x[km]:Xh/x[kl]:Xj }:

(11)
= JZlPr{X[kn]:xi /X[km]th, X[kl]:Xj }EPT{X[km]:Xh/X[kI]:XJ}

ed essendo la serie di Markov semplice ne consegue che:

P'{X[kn]: Xi/x[kl]: Xj}: Z Pr{x[kn]zxi/x[km]: Xn }DP'{X[km]:Xh/X[kl]: X }(10’)

Come ¢ facile verificare la (10"), altro non & che la (10) riscritta elemento per

elelmento.
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Cio posto, applicando iterativamente la (10) nella (7) e ponendo per semplicita

di notazione
A
M.kI= ] k+1x] (12)

si ha:

F)[kn]: I_l 1[kn—1] I_l 1[kn_2]EL.D|_| 1[k|]P[k|] (13)

che fornisce la funzione di probabilita all’istanttq<n a partire dalla
conoscenza della funzione di probabilita aII’istaﬂitq e delle matrici delle
probabilita condizionate. Di conseguenza si Puo affermare che una serie di
Markov semplice € completamente descritta sul piano statistico non appena si
conoscono le matrici delle probabilita condizionate a passo 1, e la funzione di
probabilita relativa all'istante iniziale[6] =P, che rappresenta la condizione

iniziale dell’equazione alle differenze:

Alk-+1]= [ 1[k] k] )

soddisfatto dalla gerarchia di ordine 1.

Nel caso in cui la serie di Markov semplice sia omogdeematrici delle
probabilita condizionate non dipenderanno piu dai 2 indici relativi agli istanti di
tempo, ma solo dalla loro differenza. Cio implica che la mafiig&] diviene

costante rispetto al tempo e le relazioni (14) e (13) si semplificano come segue:

Ak +1= [ k] (15)

Pl +1]= [ o] k] (16)

Nel caso in cui la serie sia stazionaitie alle (15) e (16) si ha:

Plk +1]=P[K]=P=cost. 17)
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Dalle (15) e (17) ne consegue che la gerarchia di ordine 1 deve soddisfare la
relazione:

(I-ny)prP=0 (18)

Si osservi che poiché la somma della matrice degli elementi di ciascuna
colonna della matric€l, e pari a 1, e che quindi la somma degli elementi di
ciascuna colonna della matrice (M) & zero, il determinante della matrice | -

M. & nullo. Quindi il sistema omogeneo (18) ammette almehsoluzioni.
Affinché pero il vettore P rappresenti una funzione di probabilitd deve essere

soddisfatta la condizione di normalizzazione :

L
>R=1 (19)
=1

In effetti, si potrebbe dimostrare che qualora la serie sia anche ergibdica
rango della matrice (I F1;) € proprio pari a L-1 e quindi il sistema omogeneo
(18) ammetteo' soluzioni, ovvero la funzione di probabilita individuata dalle

(18) e (19) € unica.

In definitiva, se la serie € ergodica, la matrice delle probabilita, condizionate a
passo 1, descrive completamente il comportamento statistico della serie, in
guando da essa puo essere calcolata la gerarchia di qualsiasi ordine.

Quanto precede puo essere esteso agevolmente al caso di sorgente di Markov di
ordine M attraverso l'introduzione del concetto di stato.

Per definizione lo stato della sorgentk]Sall'istante t € rappresentato dalle

determinazioni degli M termini precedenti:
S[k] = (x[k =2 x[k - 2] x[k - M])

Pertanto il numero di stati possibili & pari 8 L ovvero pari al numero di
combinazioni di M termini consecutivi delle L possibili determinazioni. Lo
stato della serie di Markov potra assumere valori sull'insieme

S:isl,sz,...,sLM}
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i cui elementi sono i punti di uno spazio prodotto LxLxLx...xL (M volte).

Da cid ne consegue che una volta noto lo stato all'istanteisulta nota anche

la determinazione assunta dalla serie nell'istantedltre, per come e definito
una volta note le proprieta statistiche dello stdtor§ da esse possono essere
dedotte (tramite operazioni di somma) le proprieta statistiche delle Ykja. X
ooy X[k-M+1].

L’impiego dello stato, nello studio di una sorgente di Markov & motivato dal

seguente teorema:

Teorema Data una serie di Markov discreta di ordine M, la serie
(discreta) degli stati € una serie di Markov semplice
Dim. Dalla definizione di stato della serie di Markov ne consegue

che:
Pr{dk]=s/dk-1]=s4,... =5} =
=Pr{X[k -1 =x, 1, X[k = 2| =X 5, ... X[k = M] =X _s /X [k = 2] = X, g oo, X[1] =%, } =
=Pr{X[k —1]=x,1/X[k = 2| =Xy _5,.... X[t} = x,} O
Pr{X[k = 2]=x_p, .. X[k =M]=x,_p / X[k = 2] =Xy g0 .0 X[1] =%} =
= Pr{X[k -1]=x,/X[k = 2] =X, s, ... X[k =M =1] =X, {yya} =

Pr{X[k _l] = Xk—l/s[k _l] =S4}
(20)

in quanto la probabilita condizionata di una v. a. rispetto a sé
stessa e altre v. a. € pari a 1 e la seri € di Markov di ordine M.

Analogamente si ha:
Pr{gkl=s/dk-1]=s.}=
=Pr{X[k -1]=x,;, X[k=2] =X, _p, ... X[k =M]=x,_y» /X[k = 2| =X, p» ... X[k =M =2 =X, _yy .} =
=Pr{X[k-1=x,/X[k=2]=X, 5, ... X[k =M =1 =x,_,, ,} O
Pr{X[k =2]=X, ... X[k=M]=x, s /X[k = 2] =X, p» .-, X[k =M =1 =X, .} =
= Pe{X[k -1 =%,y /X[k = 2] =X, _p,.... X[k =M =1 =x, s} =
Pr{X[k-=x1/dk-1=5}

(21)

dall’'eguaglianza tra la (20) e la (21) ne discende che la serie

degli stati & di Markov semplice. C. d. d.
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In virtt del precedente teorema per I'analisi del comportamento statistico della
serie degli stati sono immediatamente applicabili i risultati derivanti in
precedenza per le serie di Markov semplici.

A tale scopo giova osservare che una serie di Markov staziatiaridine M

con il cosidetto diagramma di stato.

Il diagramma di stato & un grafo orientato i cui nodi rappresentano i possibili
stati della serie e gli archi le emissialei successivi termini della serie che si
verificano nelle transizioni da uno stato all’altro. Gli archi sono etichettati con

i valori delle probabilita condizionate di uno stato rispetto al suo predecessore,
ovvero del termine della serie emesso in funzione dello stato di partenza. Ad

esempio, con riferimento alla fig.1

PLS)

P(0/S) C P/ s)| |P s) (1/
PO/ S
FIG. 1

Si consideri una serie di Markov di ordine M=2 che possa assumere

determinazioni su un alfabeto binaq®, 1}. In tal caso gli stati possibili

saranno:
S =(0,0)
$ =00
S, =(10)
S

Nella costruzione del diagramma di stato, occorrera considerare che, per come

e definito lo stato, solo alcune transizioni sono possibili. In particolare,
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supponendo [B] = s, lo stato $k+1] all'istante k+1 varrd ancora se la
sorgente avra emesso il simbolo 0 e vagrdesla sorgente avra emesso il
simbolo 1. Si noti che la relazione (19) di normalizzazione delle probabilita
condizionate si traduce nella probabilita che la somma dei pesi dei rami uscenti
da un nodo sia pari a 1.

Un esempio numerico é riportato in fig. 2.

0.8

Da tale figura € immediatamente deducibile la mafricehe nel caso in cui si
riferisce agli stati prende anche il nome di matrice delle probabilita di
transizione tra gli stati. In tal caso dalla definizione e dai dati riportati in fig. 2
si ha:

M8 06 0 0O
0 0
=00 0 04 027
2 04 0 0O
Ho o o6 o8f

La gerarchia di ordine 1 puo essere calcolata tramite le (18) e (19) ottenendo
0o2 -04 O 0O PO 00
O O Yo O
00 1 -04 -0Z0,T e
302 -04 1 o 00'0=mO
0 oU 00
H1 1 1 = |
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da cui si ha
PO 0[0.3790
A P12
EPZE]] E(D.lZSE
%3[] %)-37513

Si noti infine che le gerarchie di ordine 1 della serie & calcolabile in base alla

gerarchia degli stati, infatti (in base alla fig. 3):

P{X[k]=0}=PH{dk +1]=s,}+ P{k +1]=5,}=0.375+ 0.125=05
PX[k]==P{dk +1]=s,}+P{dk +1]=s,}=0.375+ 0.125=0.5

X[k-1]

Sl d %.

& . S’_. >
0 1 X<]

FIG. 3 — Spazio base per lo sta{t&§l]
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