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ESERCIZIO 1 (ESAME DEL 21/11/2001)

_””"'”l

Si considerino i segnali in Figura:

r ()

r's
hit)

Si calcoli il segnale y(t) = x(t) * h(t) ottenuto dalla convoluzione dei due segnali dati.

SVOLGIMENTO:

Calcoliamo il segnale h(t-t) partendo proprio dalla definizione d’integrale di convoluzione, ottenuto
per via grafica dal ribaltamento del segnale rispetto allo zero e ad una successiva traslazione pari
alla quantita “t” (convenientemente supposta negativa).

y(t) = x(t) *h(t) = jw x(2)h(t—7)dz

F
h(t-7)

t+l

¥

1-1 t T

Per convolvere i due segnali occorre far scorrere il segnale h(t-t) da sinistra verso destra sul segnale
X(t), si individuano gli intervalli utili e per ognuno di essi si calcola I’integrale di convoluzione.

(1) t+1<—2 —t<-3 non si haalcuna sovrapposizione dei segnali, pertanto y(t) =0

r'y
h(t-7)

L J
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t+1

(2) 2<t+1<-1 — -3<t<-2 sicalcola’integrale y(t) = I—ldr:—t—l—Z:—t—3

-2

@ T i)

L J

t+1

2
(3) —2<t<—1sicalcola ’integrale y(t) = Jdr+I dr+j ~1(-7)dzr=.. =%+3t+3

@ T ug-n) :
t-1 -2 ] 1 ; - g
t+1 3t2
(4) —1<t<0 si calcola I’integrale y(t) = J‘dr+J‘—rdr+J-rdr+J- —rdr =.. =—7—2t
(4) | hit-7) ;
20t-1 i i 2 - g

.............

t+1
(5) 0<t<1 sicalcola I’integrale y(t) = j—rdr+frdr+ j —rdr=...=t"-2t

t-1

F
(2) | hit-7)

.............
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t+1 2
(6) 1<t <2 sicalcola ’integrale y(t) = Irdr+j rdr+j —2d7 =.. :%—t—%
t-1
® T nge-n
2 1 0lt-1 tiaz ; g
2 t 3 t2 17
(7) 2<t <3 sicalcola I’integrale y(t) = J.rdr+j2dr+f—2dr=...=—?+5 ey
t-1 2 t
@ T - :
s e,
2 1 ol 1otz it i
3
(8) 2<t-1<3 — 3<t<4sicalcola’integrale y(t)=_[2dr=...=—2t+8
t-1
F 1
(8 | hit-) :
| | el
2 1 0 12 t-1 03 it .o

............

||u||||||m
'_ju%
0=

'ﬂ.l'kl Il,‘xlr". INEGLE 511

(9) t—-1>3 — t>4 non sihaalcuna sovrapposizione dei segnali, pertanto y(t) =0

F
() | hit-7)

...........

t+1

L J

............
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A questo punto dell’esercizio ¢ bene costruire una tabella con il valore del segnale y(t) nei vari
intervalli, per mezzo della quale poter poi rappresentare graficamente la convoluzione.

1) t<-3 y(t)=0

2 3<t<-2 y(t)=-t-3

3) 2<t<-1 t2
y(t)=5+3t+3

4 -1<t<0 2

@ y© =-2- -2

®) 0<t<1 y(t) =t? -2t

(6) 1<t<2 t2 1

t)=—-t-=

y(t) ) )

(7) 2<1<3 ot 17
y(t)——E—FSt—?

(8) 3<t<4 y(t)=-2t+8

9) t>4 y(t)=0
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ESERCIZIO 2

Siano
x(t)=e () (a>0)
{h(t) = recty (t — g)

Calcolare: x(t) = h(t) = y(t)
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SVOLGIMENTO:
@) h(7)

11 1

0 T 0 ];2 1 T
Da cui

h(1-t)
=T =12 ( T
Nt<O
y(t) = f x(D)h(t—1)dt=0
h(t-1)
\
-7 1 t
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2) 0<t< T

[} t
1 t
y(t) = f x(1) h(t —1)dt = f e” ™ -ldt = [—— e_m] = 1[1 —e ]
% 0 . o
h(i-1)
&
T 1 '
)t>T
oo t 1 t 1
y(t) = f x(7) h(t —1)dt = f e . 1dt = [—— e_qr] = —[e7at"D) — g7]
o t=T . er 8
h(1-7)
\__j(f)
T t f
Si ottiene:
Y1)
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Sia
—Z+1; 0<t<o ((—2t+1; 0<t<o
x(t) = 5—1; c<t<2c h(t) = £+1;—a<tS0
0 ; altrove 0 ; altrove
Si calcoli:

o

y(t) = x(t) *h(t) = j x(t) h(t —1)dt

—00

SVOLGIMENTO:

x(7)

h(z) h(t-7)
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Dt+oc<0-t<—0

y()=0

2)0<t+0<0-> —0<t<0

[o9)

t+o

T 1
y(t) = fx(r) h(t—T)dT=f (——+1)[—(t—r)+1]dr=
o o)
—00 0
t+o
t—1 7T T t—1
=f - —— =t —— 4+ 1dr =
[ o o o
0
t+o
—j tT+T2 2—+—+1dr= 2y T2+tT+ v
- g2 o2 t= 202 362 o TO -
0
t t+10)(t?+0%+2to) t?+0%42tc t’+to
=F(t2+az+2ta)+( ) 352 )— = + = +t+o=
3 —3t% — 3to? — 6t%0 + 2t3 + 2ta’+4t%0+2t%0 + 203 + 4to? B t3 N t N o
B 602 - 23
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0 <t+0<20->0<t<o
y(t) = f x(1) h(t — r)dr—f(——+1 [ 2—+1]d1’+
: e T t—1 2t 3t? 't o
+f +1]d’l’+f (;—1) _F_%-l_i-l-g

4) o <t <2t
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50 <t—0<20> 20 <t3o

20

(t) = f (T 1)[ zt_T+1]d _ £ 3 PP

Y= o g t= 362 20 2
t—o

6)t > 30

y(@®)=0

Risultato:
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ESERCIZIO 4

x(t) = p-1(=1t)
Sia { T t 3 3
y(t) = recty (t - 5) — (5 —3) rectr(t=3T)

Sicalcoli ey, (1) =x(&) ® y(t) = [ x*(¥) y(t + )dr

SVOLGIMENTO:

x(@) ¥(1)

172 -

Proprieta:

exy(t) = x() ® y(t) = f x*@yt+dr=[t+7r=¢]= J x*(§ =) y(§)d¢ =

— 00 — 00
(0]

= [fy*(f) X(E—t)df] = eyx(—t)

Si ha che

A) —t=20- t<0- e,(t)=0

Wi=1)

— (1<0)

172

T

-t -t+T -127

B)(—t <O U[(—t+T) 201> 0<t<T- e,(t)=[ 1 ldr=t

-1 -t+T -1+2T
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C) [(=t+T)<O0]U[(-t+2T)=0]>T<t<2T
-t -t+T -t 2T t
o) —t+T 0 3
exy(t) = .[x*(‘r)y(t+r)dr=f dt + f—l '(tz-;"‘[_f)dtz
— o0 —t —t+T
t 3 21° t 3 (T — t)?
=[‘t””]‘[(ﬁ‘z) +ﬁ_+T=T+<ﬁ_E)(T_t)+ T
_Ttt23T3Tt2tT_t23T
BRI R L i T Y s L
D) —t+2T<0-t=>2T
+T -1+2T ’
—t+T _te2T - - . 3 .2 —t+2T
o= [ ar+ [ 1. [( -3 [T]Zi”‘[(ﬁ‘z)'”ﬁ =
-t —t+T —t+T
=—t+T+t—(%—%)-(—t+2T+t—T)—E[(—t+2T)2—(—t+T)2]=%T

NOTA e (t) =AREAdiY(t) =T-1+T/,- 1+ =1T

¢y (1)

r 27
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ESERCIZIO 5

E
—;t+E : 0<t<o —2§t+E ; 0<t<o
x(t) = §t+E ; —-0c<t<0 y(®) =

0 ; altrove 0 ; altrove

EER
Si calcoli x(t) ® y(t) = ey, (t)

SVOLGIMENTO:

x(7) M)

N
/ N\

\ i

-

\.
\
\
—
T

S C——.
T

exy(t) = f x*(D) y(t +1)dr
Mr+) -
(1<0)
Casistiche:
1) —t=zo-> t<-0-> e(t)=0
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2) (-t<o)u(-t=0)-> —0c<t<0

'ﬂ.l'kl Il,‘xlr". INEGLE 511

E t+
€2y (£) =f_at(—;‘r+E) ( 2—TE+E)dt=
2 2 2 2 2
=f_at2%t-r+2% Tz—%T—Z%t—Z%T+E2dTZ

2 2 2
=faZE—2T2+E—T°(E—3)—E—T+E2dT=
-t o o a

g

2

=B+ (R 3) 1010 + (B2 - 2t) (o 4 0) =

20 o
2E? 2E? 2E%t  3E? 2E2t3  3EZ
= g+ —=—t34+""——-"0— + t2+E20+E2t—2E2t——t2=
3 302 2 2 202 o
E? E? E?c
=-——=t3-——t*+—
302 20 6

Verifica: per t=—5-e,,(t) =0
per t =0 - e,,(0) = ETG

3) (-t<0)U(-t=—-0)> 0<t<o

exy () = [* (St +E) (-2 E+E)dr+ [ t‘l+"(—§r+E) (-2ZE+E)dr =

15/122
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=2 {[° 28 -2 Ll alytar+ P24 Lol 2liad)=

= g2 {J° —2ﬁ+1-(—§—1)—2 +lde+["2 0 A+ (E-3)-E 4

g

EE2{53+< i £ (1Y) a iy (2og) o0
1—; (-t+o0) (=

= {—( o +3t20—3t20)+ (t2+t2+a—2+0)+——3#+
(1-2)-t+o)}=
o? o 2 3 o2
—EZ{—t3+t2 —;+;—— +t[ 2+§+3;—2]+[§a—5:+a]}=
_p2fd_e 1
=k {302 0+60}
e 2 (2 1 1 o
Verifica: t =0 - oE (——1+—)= —-0oFE
3 6 6
4) (-t<—-0)U(-t+0=2—-0)> 0<t<20
.
exy(t)—fatw( T+E)(—2@E+E)dr=
(e ()
_p2f{__2 (.3 3 2 .2 3y 1 24 42— _
=E 302( t°+0°+3t°c —30°t+0°) 1+ (t 0% —2toc—o0) +

(1—%)(—t+0 +a)}=

=E2{t3(;7—%)+t2(—§+§—%+§)+t(2+1—1—4)—%0-&-20}=

= E* |- t3 + = ¢?
302

— 2t +Ea}
20 3

Verifica;

dr} =

16/122
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— gE2I2toT1z+e oE?

s e R

8 2
t=2 EZ{—— 6—4 —}
o—> 0 3+ +3

5) ~t+0<-0-t2=20 - e, (t)=0
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ESERCIZIO 6 (ESAME DEL 21/11/2001)

Sia d(t) un segnale periodico che transita attraverso il sistema rappresentato in Figura:

dit) i(t) u(t) ¥t
— (1) »  H() —
z(t)
Con: 4
Ha (t)

+ o0
d©)= > galt—nT) N

+00
z(t) = rectr,(t —nT) .

nZoo T4 38T Tt

Inoltre, n(+) € una non linearita istantanea:

7(s)

W

Wi
b
=

Wl

e la funzione di trasferimento del filtro € (f) = rect:(f) % rect 1 (f)
T 2T

Si calcoli la potenza del segnale y(t).
SVOLGIMENTO:

Il segnale d(t) & un segnale periodico di periodo T, avente come segnale base il segnale g, (t):

g4(t)

A

¥

-T# 38T t
18/122
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Il segnale d(t) é finestrato dal segnale periodico, il cui segnale base g, (t) é la funzione Rect compresa
tra gli estremi [- T/4;T/4]. Il segnale v(t) & un segnale periodico di periodo T avente come segnale

base g, (t) in figura, risultato della moltiplicazione tra il segnale g, (t)e il segnale g,(t).

&
g:(t)
»
_T T t
&
g.(1)
T<t< 0
) 4— —_
0t !
T T4

T
2 B

=)=

Il segnale v(t) € posto in ingresso alla non linearita istantanea n(.), e in uscita si ottiene il segnale
periodico u(t) con periodo T ed avente come segnale base il segnale g, (t). In base all’andamento
della non linearita istantanea si ottiene:

0500 <5 — 40
A < 2A 473
§ v(t) 3 ° gu(t) = A/

24
3 <v(t) <o - g,(t) =segnale v(t)traslato in ampiezza di — A/3

ulty

L

|
|- .
L by, L’J|th

EN |
|
LR

19/122
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La P, del segnale y(t) si ottiene come P, = ffoc: P, (f)df = ey, (0), dove

Py (f) = P (H)IH(F)I?

essendo il segnale u(t) un segnale periodico di periodo T il suo spettro di densita di potenza B,,,(f) &

pari a:

P = ) 1Unl?ug(f = )

n=-—oo

dove

|U_,|?

U, |2

U412

e Lo e—

—

¥

'—~]|m  EEEEEEE—

==

H(f) e il filtro definito a partire dalla convoluzione di due funzioni rect:

H(f) = rect1(f) % rect 1 (f)

v

12T f

A '
"
.
1747 14T 7 e
'
. H()
aT
_3 1 1 =R
aT s 7 ar

20/122
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Ne segue che P, (f) = IUOIZIH(f)|2|f=0 uo(f) essendo I’impulso in f = 0 1’unico impulso di
P,.,(f) ad essere interno alla banda del filtro H(f). Si osservi che essendo:

Up = u(t)dt

ﬂl =

il calcolo di U, si riduce al calcolo dell’area del segnale base del segnale periodico u(t). Ne segue
25 -
che U, = EA . Quindi:
+ oo 5
2 ) 25 1
B= | By(DAf =W0PIHOP oy = (1354) 572

—00

21/122



2
=
=T 3=

Biometric Systems and
@ \ g
® O W a Multimedia Forensics LAB
ESERCIZIO 7 (ESAME DEL 21/11/2001)

Con riferimento allo schema di Figura, sia, inoltre x(t) = Ca[2nwt]siha fz = fp—f; >w

; y it
Tt =1

cos(2 W, f) cos(2 w f, £

La funzione di trasferimento del filtro é:

2

W W W W P
_fE_E _f£+5 fE_E fs +§ f
Si calcoli il segnale in uscita y(t).
SVOLGIMENTO:
La trasformata di Fourier del segnale x(t) e:
X(f) = rethW(f)
A
X071
1
2w
»
—w W 7

Si osservi che la funzione di trasferimento del filtro ha risposta impulsiva # ¢ data da jH,(f) ove
Hy(f)e la funzione di trasferimento del filtro di Hilbert

j perf <0
Ha(f){0 perf=0
—j perf >0

22/122
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Quindi {n } = sgn(f)

[~
@)
=
=

A
H,(h
;
r
_J]'
a
sgniy)
1
b

Il segnale in uscita dal filtro & Z(f) = X(f)sgn(f) = — —rect,, (f + g) +—rect,, (f - g)

F N
200

Il segnale Z(f) & sommato al segnale X(f), ottenendo cosi il segnale V(f) = %Rectw (f - %)

¥ N

gy

1
W

W
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Il segnale v(t) & ora moltiplicato per il segnale cos(2p f, t), subendo quindi una modulazione alla
frequenza f,. In frequenza S(f) = V(f) * F{cos2nf, t}

SU) =V * 5 ol = ) +walf + f) )} =

1 w 1 w
= mrectw (f -3 —fp) + mrectw(f -3 + fp)

A
AL

.

_fF —fP+W fp fP+W

1 1
Uf) = S(F) » Fleos2nfit) = 3S(F = fi) +5S(F + £)

Ricordando la condizione iniziale f_ = f,- f, > w, rappresentiamo graficamente la funzione U(f):

F N
!
L
s I fets
. 2 . 2 ’
_fP_fJ _fP_-fJ +w _fE _fE +w fE fE +w fP+fJ fP+fJ+w f
Y(f)=H({) U
F
o AP
T2
Tl
_fE fE P
_.fs_? _f£+5 fE_E fE +? f

Per il calcolo dell’antitrasformata di Y(f) si ricorre al teorema della derivata

24/122
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I coefficienti angolari delle due rette che caratterizzano la funzione Y (f), sono: m, = 41 >
W
_ 1 - _ J 1 (A
em,=- e ,dacuiy(t) = —F { T }
dy (f) 1 w 1 w 3
TR rectg [f - (—fe + Z)] + 4—Wzrectw [f— (fe + Z)] + muo(f— fe)
3 1 w 1 w
o ug(f+ £) = 2t £ (- +E)] — g uolf = (fe +2)]
A
o
1
2w
3
Bw
11
D
e —fetg A '}
F N
s
&
3
K Bw
~I'h
\*\‘-fi+§ Lo |+l ’f
1 1
A e
. y . . dy(f).
A questo punto calcoliamo I’antitrasformata di Fourier della T
dyY(f) 1 w ( ) 1 w ; ( ﬂ) 3 .
1)V d +j2tm = +j2tm( fe+ = +j2nfgt
{ af } 8WCa(7t2t)e +8 Ca( 2t)e 4 +8We E
3 1 ; 1
- ]anEt _ +]27T(—fe 7) _ ]27T(fe 7)1'
+ 8w ¢ 4w ¢ 2w ¢

In conclusione, il segnale in uscita dallo schema a blocchi risulta essere:

Lg:'—l {w}

YO = df

25/122
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ESERCIZIO 8 (ESAME DEL 30/11/2000)

Si consideri il sistema in Figura:

z() y(t)

%{%_. h(t) |— v

oos |[1 l‘II'Wf:I

dove

x(8) = FHX(O}

h(t) = 12WCa[2n3Wt]cos(11 tWt)

3w -2W -

Si calcolino le componenti analogiche di bassa frequenza di y(t) rispetto a f, = gw .

SVOLGIMENTO:

Si osservi che il segnale x(t) = F~H{X(f)} é reale e pari essendo X(f) un segnale reale e pari.

jlimwt —j1inwte
+e

2

v(t) = cos(11nWt) =

V(D =5l (F =5 W) +uo (£ + 5 W)

u(t) =x(@) -v() > U(f) =X(f) * V()

26/122
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[~
@)
=
=

h(t)

()

R

W)= cos(l LWt

Ricordando che convolvere segnale con un impulso con un segnale equivale a traslare il segnale dove
¢ centrato I’impulso, Si ottiene:

32

: :
3w L% 17w f
2 7 7 2 2

h(t) = 12WCa[2n3Wt] cos(11nWt)

H(f) =12W [6Wrect6w(f)] *=u, (f —EW) + u, (f +%W)]

11 11
TW) + rectgy, (f + —W)

H(P) = recte (f - -

=

Analizzando il passaggio per il filtro con funzione di trasferimento H(f) sopra riportata
Y(f)=H(f)U(f)
e immediato verificare che il segnale Y (f) = U(f)
Le componenti analogiche di bassa frequenza di y(t), si ottengono come segue:
Ye(t) = Re {y(1)}
ys(t) = Im{y(0)}

271122
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Essendo y(t) = 2y™* (t)e12™ot ’inviluppo complesso di y(t) e y* (t) il segnale analitico associato al

segnale y(t).
Effettuando I’analisi nel dominio della frequenza

5
Y(f)=2Y"(f + fo) con  fo = oW

32

Gw 2w - W 2w 3w f

Y(f) = G(f-3w)

L’antitrasformata di G(f) si ottiene applicando la proprieta della derivazione

G(f) - g®
2 =L L Cjantyg () = 20 = 90 = ——— 2t
=\ — = = — —
f af j2mt)g z g j27rtz()
& 2
(1) rl==(1+3w)
Coefficienti angolari
¥ r 1 . .. .
RS : ’"2=;(1+3W) dei segmenti di retta in
1 figura
rl vl r3=—ﬁ(1+3w)
2
> rd =—_{1+3w)
SBw 2w - W 2w 3w f w
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dG 2 5 1 w 1 w 2 5
T = recta (1 qw) + ety (£+5) — reets () — Sreet (-5 w)
F 3
dG(f)
2 af
W 1
W 2w 3w
Gw 2w Sy JW £
=
w

} = —4jCa[wrt] sin(5nwt) + 2jCa[wmnt] sin(mwt)

Z(t) = T—l{ } — ZCa WTL’t —j5TWt + Ca[Wnt]e—jnWt _ Ca[wnt]ej”Wt _ 2Ca[wnt]ef5”Wt
z(t) = { } = 2Ca[wnt](e /5™t — /5™Wt) + Ca[wrt]( e /™t — e/™Wh)
2(¢) = { &)

z(t) sin(5zwt)  sin(mwt)
g(t)=_]2_t_zc[ Mt T

= 10wCa[wrt]Ca[5wrt] + wCa?[wrt]

alwrt] =

Y(®) = ye(t) +jys(t) = g(£)e™?™Wt = g(t)cos(Bw2nt) + jg(t)sen(3w2mt)

{yc (t) = g(t)cos(3w2mt)

ys(t) = g(t)sen(3w2mt)
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Con riferimento allo schema di figura

H()=Calmv] |y gle) @ 1) d V(1)
dt

=

sin (27rwr)

Si determini la trasformata di Fourier del segnale analitico Y™ (t)associato a y(t) :

SVOLGIMENTO:

Y*(f) = Y(HH()

Inoltre

Y()=jerfv(f)

Si ha poi

X (f)=—=rect, (f)
2w

Hy(h
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G(f) = X(FHHu(f)

G(f) A
jl2w
W f'
-jl2w
G(f)=i[rectw(f+ﬂj—rectw[f—ﬂ }
2w 2 2
Vi) =G(f)*ﬂ0(f_W)2—j#0(f+W) _

-t () = recte (1 =) =0 -+
= [rect,, ( f 5) ~Trectw f > 1# (o (f =w) — po(f +w)]
V(f)

1/4w
f
2w -w w 2w ]
———————————————————— -1/4w
Per cui

. 1 w 3w
Y*(f)=j2xf —|rect,| f —— |—rect,| f ——
(F)= iz 4w{ ( ZJ ( ZH
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ESERCIZIO 10

Dati due segnali x(t) ed h(t)

AX(Y) 1h
2
:___1_ =27 _3T T
1 2 -
T2 > \ !
""""" -1
Si calcoli la convoluzione x(t) * h(t) nel dominio del tempo
SVOLGIMENTO * hito)
Sia y(t) = x(t) * h(t)
t4T 3T 4 2T

——m--—Nw

v
-]

Dt+2T< =T > t< =T > y(1)=0

2) t+§T> —T Ut+§T< —~ > —IT <t< -3T

y(t) = —%(t + gT + T) (T %) (area del triangolo di base (t + gT) — (—T) ealtezza T % )
1

_ 7
y(t) = _Zt_ gT

3)

T
ST <t 31 = yo= [ af-erinides [0 (Gee2)afe-(c+31)]a
—_ —_— - = —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_ =
=t =-3 y(t) fTT[T (t+=T)] r+f__ 7t T[T +3 ]T

S [e- (2] e R o2 (e 1) 2t Emar
1 3 2
y() = = (4t +13T) — - — - —12t— ——=——— - ——-— ——

4)
5 A
_ET <t<-2T

v

y©= - (t+ T— (- T))+ft£TT (t+§T)dr+ 2

)il (en2)] Pz

7 (tes )2 ()=
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=—t-3r+[(r-t- _T)]th+r+ fOTirz+ E-2(c+3r)[r-2(c+3T )ar+
+ 0f+2T__ 2azf2 42 (e+3T)|r -2 (e +3T)dr
=(—t—ET)+(E+ 3t+4T) + (- = — =) +W::—i §+ =+ =
5) A
2T<t< 2T
T 3T 5 tT EHS
_ e — — _ _ 2 = ! [
y©==(-3-t-T) [r fr+2dus T >
Bfem () e s L

R e (e

+T'['2

2(e+2 T)dr++f”zT—izrz+3[1+%(t+§T)]r——(t+ T)dr =

(t)——+t———5t—6T+f+3T Ze24 2(1-e-31) - 2(e 43 T)dr++f”2T L
2 2 5 2 5 t3 13t2 55t 199T
;[1+F(t+ET)]T—F(t+ET)dT —2+ +—+ Y
A
6) L]
—2T<t< -T 17
2 T
T -
t+31 1 5
y()= —f_'_T;T-i-Zd - [, ——T+2dr+f T+2);[T—(t+ET)]dT—
t 2t 3t 2t 4t? 11t 11T 22t st 16T
Y(t)_(?+4t+3T)+(T+4t+7)_F_T_T_T__W_? 7t
7)
T t+3 1 5
—T<t<-- yO =—[ 2 —~T+2 d‘l.'+f+%(—TT+2);[T—(t+ET)]dT
3t 2t a2 11t 11T 23 a2 7t T
yO=(2+3) TS e T i :
8)
T 2t2
—2St<0 y(O)=- ft+T_¥T+2dT— (T? - T2—2tT)—2(T—t—T)————2t
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ESERCIZIO 11
x(6) d w(t) v(t) y()
T ’%X\ hy
Tt
Ca |3
Con x(t)= Ype_o g(t—2kT)
—t? +tT 0<t<T
gt) = Jt? +tT —T<t<0
0 altrove
h() = = Ca? [X] T
Sicalcoli  y(v)
SVOLGIMENTO
490
2 = B g/t — 2KT)
_ ds®
g = T -3 /E\T >

g'(t) = 2t+T) rect (t + g) + (T — 2t)recty (t - g) =

= 2T trip(t) — T rect,t (t)

G'(f) = F{g'(t)} = 2T?Ca?(nTf) — 2T?*Ca(n2Tf)

Wa= 5 6'(Dl;_z =T [ca? (F) = Ca(un)] / \
____________ Sl

W= D Wyug (f - 52)

v

v(t) =w(t) - Ca (Z—;) o V(@) = W) «4T rectﬁ(f) AV

V() =4T %, Wy rects(f - 3 >
4T 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Cxmw Tw Catw Tw o e w Gt
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1 A
H(f) =tri: (f——= 1| H
(f) ﬁ ( ZT) (f)/\
T 3>
A=4TW, 4T 4T

Wy =T [ea2(3) - Ca(m] = o
Y(f) = % (%)2 [tri L (f - ﬁ) + rect1 (f— %)] A“

t

1 Tt 1 it it
Y = [z Ca* (57) + 57 Ca Gl et

}

v
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ESERCIZIO 12

Dato il sistema

x(t) z(t)
n [x(V)] >

A 4

o L

Con x(t) = Xy=-0 g (t — 2kT)
490

v

_|
_|
|
|
-
|
|
1E
|
—3
—

h(t)= Ca [r=]
Si calcoli la potenza di y(t)

SVOLGIMENTO

v(t) =n[g®]

v

dv(t) 3
T 2 [rectg (t + ZT) +

+ rectr (t) + rectr (t - ZT)] — 3T ug(t)
2 2

V() =],2%E{T Ca (n3f)-
[1 + 2 cos (Zn%Tf)] — 3T}

v

N |-
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-3T
1 T T 3
Vh = 5T V(ﬂ|f=%= ﬁ{Ca (Zn)- [1+2cos(nzn)] —3}
VO=Z0w Vo uo(f —3p)
H(f) = F{Ca (ﬂ)}——rectsm
[ 5 1 1 1 1 5 > ¢
“ar T T 2T T aT
WO=2 32, Vo uo (f-35)
A Y(D]

: 2T g2 . .
B=2R=2-( > Il(T)) = 5 (Wl + 212 + 2%

) = l{ﬂ(l—ﬁ)—B}
j2n( m
T (2

V2= ,-4—“{;‘3}
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ESERCIZIO 13
Dato il sistema
dZ
o L] 1w Gy ve ) S e,
Tt
g(t) = sin(2rwt)
X(t) = Ca [2ntwt]
determinare 1’inviluppo complesso di y(t) rispetto alla frequenza f, = w
SVOLGIMENTO
y () =2 1 x®
X ()= %rectm(f) W W >f
AHy(D)
J f<0
Hy (f) = {0 f=0
—J f>0 >
j
AU
J
U(f) = Lrect,, (f+ %)= Lrect, (f -2
W W f
o
. . 4 V()
G(hH = z—juo(f— w) — P uy(f+ w)
1
v(t) = u(®) sin (2mwt) dw
V(f) = U(f) * G(f) >
-2w, -W W 2w
V() = [rect,, (f—%) —rect,, (f-2)+ L | |
+ rect,, (f + %) — rect,, (f + STW) N %
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d?v(t)
dt?

y(t) =

Y(f) = V(f) - (- 4n2f?)

Y(f) = 2Y*(f - fo)

wlll
:ﬂ”;ﬁ
=
s

=]
=
>

USNIVERSITA DEGLI STUDE
A
f
»
T
4 Y0
8w [----- 202 (£ + w)?
ad w
1
2w !
W !
w f
_ 2m?(f+w)?
w
—2mew
AZ(f) 2
2
_______ —(f
8w > (f+w)
4miwa E
4m? !
-W !
w °f
2
- f+w
( ) 412 -8m?w

Z(hH= m = ——(f+ w)rect,, (f + %) + %(f+ w)rect,, (f - %) + 4w uy(f) — 8miw uy(f —

Definendo P(f) come il segnale pari a Z(f), fatta esclusione degli impulsi in frequenza, si ha:

(f+ )+%rectw (f—

g) + 812 uy(f) — 8m2 uy(f — w)
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Pt =
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ESERCIZIO 14
Dato il sistema
X(t) 1 L9 v(t) d y(t)
Tt dt
sin (2mwt)
X(t) = Ca [2mwt]
determinare 1’espressione dell’uscita y(t)
SVOLGIMENTO R
1
2w
X(f) = ; rectzu ()
W w >
j perf <0 1
Hy(f){0 perf=0 ,-
—j perf >0
]
G(f) = ) (rect (f+ g) — recty, (f— %))
J
2w
W |
-W o
_J
2w
v =6 * = = [uo (F— W) — up(f + w)]
A j21:[T"
2w 2w R
T W
_ﬁ 41/122
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Y()
dv(t . A
Y =2 © V() - j2nf = Y(D) "
iZ
-4w 2W R
-W w
_jg
- j‘r[
ay(
Y ar
TC . T
JA o JA
2w
-4w 2W R
-w w
v LN
-jm 2w m
o _ _jn 3w) 4 2T ) 4 0T 1) _3
o - ywrecty (f + 3 w) +o-recty (f + 3 w) + o orecty, (f > w) Sorecty, (f . w) +

Jr uo(f +2w) — jm uo(f +w) — jm uo(f —w) +jm uo(f — 2w)

F~* {—dz(ff)} Ca [rtwt] e 13wt + = Ca [twt] e 1wt + = Ca [rwt] Wt — Ca [rowt] el3Wt +

+j1'[ e—j41‘rwt ]T[ e —j2mwt __ ]T[ e]21'twt + ]T[ e]4nwt
In conclusione, il segnale in uscita dallo schema a blocchi risulta essere dato da:

y() = J— ‘{

e )

df
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ESERCIZIO 15 (ESAME DEL 18/06/2001)

Data la variabile aleatoria congiunta (X,Y) con funzione di densita di probabilita:

k 0<y<x—-1 ;1<x<?2
zmﬂmw={k 0<y<1 ; 2<x<5/2
0 altrove

Si calcoli la funzione di densita di probabilita py,,(x/z), essendo Z la variabile aleatoria ottenuta
con la trasformazione Z=X+Y-1

SVOLGIMENTO:
Graficando la py y(x,y) si ottiene:

k(x,y) €A A

pX,Y(x! )’) = {0 (x’y) e A p ;.-:x_"]

L 3

1 2 a2 X

Affinché la py y(x,y) sia una densita di probabilita dovra essere verificata la condizione di
normalizzazione, ovvero:

1 1
jj pX,Y(x;y)dXdy=1 N k[E-I-E:I:k:l

A questo punto, per calcolare la py 7 (x, z), poniamo

{z=x+y—1_){x=6
0=x y:Z_a‘l‘].

Si ottiene
0 1
P2a(2,0) = Pry[01(2 0 2D (D) = k| " |=k per(z8)€B

ove B e il dominio di definizione della funzione densita di probabilita p, 5 (z, d) ottenuta dal
dominio A di definizione della py y (x, y) nel modo che segue.
Essendo

0<y<x-1 1<x<2

1-] 0<sys<1 2<x<5/2

0 altrove
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e osservando che
{ x=0
y=z—-0+1

si ha
(OSZ—6+1Sx—1

B:i 0<z—-0d+1<1

k 0
(Z
E+1S6SZ+1

B={ z<0<z+1

0

\

Si ha quindi che

k(z,0) €B
pZ,A(Z! a) =
0 altrove
Essendo poi
pZA(Z! a)
(0/z) =—
pasz(0/ 1, (2)

[~
@)
=
=

-|||||||u|

1<8<2
2<9<5/2

altrove

1<0<2

2<0<5/2

altrove

e quindi necessario calcolare la p,(z), che pu0 essere ottenuta per saturazione dalla funzione di
densita di probabilita congiunta p; (z, 9), ossia p;(z) = fj;o pza(z,0)d 0. Si ottiene quindi

( 5
0 (z<0O)u (z > E)
Z+1
3
J~hw—kk+1———q—k— 0<z<>
2
2+1
5
— 2
pz(2) =< me—ks z 4_k( z+3> 3< <>
—*272 = 2 "2 =7
2+1
5/2
- 5
j.mw=k-q+§] 12<2<5)2
\ z ]
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Si noti che la funzione di densita di probabilita p,(z) soddisfi la condizione di normalizzazione.

Ovvero
o k 3 1
f 2z = L. 3% 3+k+(7+1k)'7_1 9,k 5, _9+2+5,
Pz\Z)G2=5"4%"37g 2 28778716 " 16 7
In sintesi si ottiene
(2 ; Z+1< <z+1 0< <3
~ , per > SXSZ con Z )
2 z 5 3
PX/Z(X/Z):<3_Z ; per §+1<x > con2S2<2
2 ; < <5 2 < <5
5=z pperz <x <z con z<3
Si noti che la funzione di densita di probabilita py,,(x/z) soddisfa la condizione di
normalizzazione, infatti
szd —2[ +1-2-1]=1 0<z<>
7 x—ZZ 2 = ver _2_2
2+1
5
® F o2 2 5 z 3
x/z)dx = < = ____1]=1 —<z<?2
f_me/Z(/) f3—z 3—2[2 2 perg=i=
2+
5/2
f : [ ] 2<z<>
\ 5-— Zz 5—-z z per =%=73
zZ
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ESERCIZIO 16 (ESAME DEL 28/11/2007)

Sia X una variabile aleatoria con funzione di densita di probabilita pari a

—Alx-3|

B A
px(x) = Ee

Si calcoli il valore atteso e varianza delle variabile aleatoria Y ottenuta da X tramite la
trasformazione y=f(x) con:

SVOLGIMENTO:

Si osservi che la funzione di densita di probabilita py(x) soddisfa la

+oo + oo + oo +oo

| | A +oo
fpx(x)dx= f Ee"l|x‘3|dx= f Ee"”“dtsz Ee-/“dtz[—e-/lt] o =1

—00 —o0 —00 0

Si ricordi che

dg;
py(y)—pr(gl(y)) ‘ 9:0)

Si osservi che

— g AMx-3) s x >3

A

px() =14 2
A(x 3) Cx <3

2 T
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Per cio che riguarda la py (), si ha

0

( ;y<-3
0
A iag-3)
e dx|uo(y +3) ;y=-3
Ee [(y+3)-3].1 = %eﬂy ; —3<y<0
2 2
py(y) =1 2 1
_e_ﬂ-[(y+3)_3] . 1 — Ze_ly ; 0 S y < 3
+00
A —-Ax-3
€ dx [ po(y — 3) ;y=3
6
0 ; vy >3
\
postox —3 =0
f2 A 1 3
— | 2 oAax-3) 4, — L oA g — |2 -0 0 -3
py (y) fze dx fze do [ze ]_oo e
188/1 ‘-°+°oo/1 .
400
_ | 2o-aa- 4, - | L2049 _|_Z_-26 _~,-31
py(y) = f 5 e dx = j S e do = [ e 3 S €
3 3
In sintesi
(0 lyl < -3
Se (v +3) jy=-3
A =yl
py(¥) =45 -3<y<3
s oy = 3) ;y=3
\
py(y) = [uo(y 3) + uo(y + 3)] + S e rectq(y)

pery =

pery =3

|||!JJ
-
=
5

-3
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py(y)

Si osservi che py () soddisfi la condizione di normalizzazione, infatti

+ o0 0 3

A A 3
f py(Y)dy = ™34 + fze”dy+f2 My =e 3 4 = {[ely] +[eM] 0}
o A ,

1
et tofl-e—e 41} = - 4121
Il valore atteso

+00

my, = f ypoy(y)dy =0

—00
La varianza

2 _ @) _ 2 _ @)=
Oy =my, my,= =m,

+ o0

f ¥y (y)dy

—OO

]

e 34 A
== [9+9] + f yzze‘“y'rect(,(y)dy:‘)

1+5e *Plrects (y)l dy

+ oo
-31

Hy2e )

3 3
1 2 6
+ .[ 2ye™™dy = 9734 — 9734 4 [—EZye"Ay] +I_[ e dy = - ze"s’l
0 0
2

_le—ly]3 — _96—31 _i[ -31 _ 1] 3 _ 8—31[6 2

A /12]

In alternativa si pud procedere come segue
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y=f(x)
p)
{Px(x) = Ee—llx—BI
Px[:x] !
F0= | ypdy = f )Py () dx =
s i B
= f—BpX(x)dx+f(x— 3)pX(x)dx+f 3px(x)dx =
2 J J
0 6 + oo
= f—S %e+’1("‘3) dx+j(x—3) %e"”x*' dx+J 3 %e‘“"‘” dx =
2 d J
-3 3 + 00
= f -3 %ew dt + f(x—B) %e"”” dt+f 3 %e"“ dt =
—o§ —3+00 3
= J3 %e"“ dt+o+f 3 %e‘“ dt =
+00 3
—J 3 %e‘“ dt+J 3 %e"“ dx =0
3. 3
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E per la varianza

+00 +00

o = B0 -my} = 507 = [ ype 0y = [ reotmeds

—00
+ 0o

6
Ipy (x)dx + f(x —3)?py(x)dx + f Ipy (x)dx
0

6
+ oo

6
9 %e+/1(X—3) dx+f(x_3)2 %e—llx—SI dx_l_f 9 %e—/'l(x—3) dx
0

6
+ 00

3
A A A
—Q _p—At 2 Z -2t Z oAt —
9 2e dt+ft 2e dt+f 9 2e dt
-3 3

X-3=-t X-3=t X-3=t

1]
g%wé%oé"ao

+ 00 3 3
A A +oo A
— Z-At 2 2 -at — [_g,—At 2 2 -at —
f 9 e dt+2ft Set dt [—9e~%], +2ft Set dt
3 0 0

3
2 6 2
— —-31 -2 — -31
=9¢~3 +jt2/1€ t dt—z—e 3 [Z+ﬁ]
0
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ESERCIZIO 17 (ESAME DEL 25/02/2005)

_””"'”l

Si consideri la variabile aleatoria bidimensionale (X,Y) avente funzione di densita di probabilita

F

_(k(x,y) €A
pX,Y(xfy)_{O (x,y) &A 14-----

Si calcoli la densita di probabilita della variabile aleatoria Z=X-2Y

SVOLGIMENTO:

Il dominio della pyy(x,y) indicato in figura 1a

Pry ()

2 W=l 4502 — =5

Figura la

€ eSpPresso analitacamente come segue

-

1
+oSysSo+s ;1<x<3

N R
N w
N X

A=
x—3<y<—-x+5 ;3<x<4

\

Il valore k si determina imponendo la condizione di normalizzazione,ovvero il volume del solido in
figura 1b deve essere 1

1
f pxy(x,y)dxdy =1 - klareaA] =k[2+1]=3k=1=>k= 3
A

{Z=X—2Y :{Yzﬂ

_ 2
= X=X 1 0
- 1
Pxz(x,2) =pX,Y[ x,xz—z]-lll ove =1 _1f= -3
2 2
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Si individuino I’insieme B nel piano (X,Z) in cui ¢ definita py (x, z)
(x 3 x z x 1

—|||||||u|

4+ l< <y ; 1<x<3
2 t2=37732537%3 x
B = ¢ X Z
- x—3<-——=<-x+4+5 :13<x<4
22
+-< Z<+1 1<x<3
XTos73573 Pa=x
B=1x s3<- 2 3,45 3<x<4
2 °STS7% o=
\
(—1<z<2x—-3 ;0 1<x<3
B=13x—-10<z<—-x+6 ;3<x<4
k z" \\\

af

k
Risulta quindi py 7 (x, z) = {5 (x,z) €B
0 altrove

+ oo

pz(z) = f px,z(x,z)d x

—00

perz<—1 p,(2) =0

+10
<<y ()_fzskd _kz 10 z 3 k. _z 11
per <z< pzZ—¥ > x—z[3 37373 2[ c 6]
5 <y <3 B 6‘dea_k z 3 k9 3
per2<z< pz<z>—f¥5 =sl6—z-5—5=>—57
perz=3 pz(z) =0
Si osservi che la p,(z) soddisfa la condizione di normalizzazione, ovvero
+oo 2 3
j @)d _f< z, d +f 1 z2+m_2_+19 313_1
pz\Z)d z = X x—6 12 621 322 4z 2_
— 00 -1 2 —_
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ESERCIZIO 18

E data la variabile aleatoria bidimensionale (X,Y) con funzione di densita di probabilita

Pxy (Xy)=k-y-rect; (y—0.5)-rect, (x—1)
Si calcoli la pzw(z/w) essendo z=x+y e w=x-y, dopo aver calcolato k.

SVOLGIMENTO:

La funzione di densita di probabilita fornita deve rispettare la propriea di normalizzazione, ovvero il
suo integrale esteso a tutto il dominio di definizione deve essere pari ad 1. Si ha pertanto, sulla base
degli intervalli di definizione per x e y:

A

v

—
(8]
A

2 1 1
[Ipsy (xy)dxdy= [ | k-ydxdy:ZkFyz} —kl1
X=0 y=0 27 1

Avendo determinato che k=1, & possibile effettuare il cambiamento di variabili richiesto:

X_z+W
Z=x+y 9
- <
W=X —Y Z-W
S 2
Il modulo dello Jacobiano é dato da
11
J(zw)= N S
1 _1 4 4| 2
2 2
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La densita di probabilita congiunta pzw(z,w) si puo pertanto calcolare come

1(z—w z—w 1 Z+w
Prw (Z,W):E(Tj're(}tl( > —Ej'rectz (T_]—j:

= (Z;WJ-rectz (z—w—1)-rect, (z+w —2)

Graficando si ottiene:

LW
4 ] W
La densita di probabilita pzw(z/w) puo essere ottenuta come
Pzw (ZW)
Pow (ZIW) ===
Pw (W)

ed assume valori per 0<z<3, dove la pw(w) & valida per -1<w<2 e si pu0 ottenere per saturazione
della funzione di densita di probabilita congiunta pzw(z,w) come:

1 W2 1] 72 w2 1
= [ @-w)ydz==| —-wz =—(1—W2), —1<w<0
4 4| 2 2
W+2 2 w2
l J' (Z—W)dZZE Z_—WZ :1, O<w<1
pz(W)=< 4 ,, 4| 2 2

-w+4

5 -w+4
1 [ (z—w)dzzl Z _wz :1(4—4W+W2), 1<w<2
4, a2 ) 2

0, altrove
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ESERCIZIO 19 (ESAME DEL 13/09/2002)

Con riferimento allo schema di figura

z(t)

Vo 2

X(t) ()? TN YO

N

\ 4

v

A

Uo(t —to) — (.)?

Sia x(t) una realizzazione di un processo gaussiano ergodico a valor medio nullo e spettro di densita
di potenza

Pxx(f) = Norectyy, (f)

Si calcoli:
e il valore atteso E{y(t)} ed il valore quadratico atteso E{y?(t)} di y(t), con to generico

e le gerarchie di ordine 1 p,(2) di z, per t, = i

SVOLGIMENTO:

Il processo X(t) e per ipotesi gaussiano, stazionario ed ergodico, quindi risultano essere stazionari ed
ergodici anche i processi ottenuti da X(t) mediante trasformazioni lineari (quale il filtraggio in figura)
o0 non linearita instantanee quali la potenza di ordine n. Quindi i processi Y(t) e Z(t) risultano essere
stazionari ed ergodici.

E{y(D)} = E(x*(t) + x2(t — t)} = EGP (O} + E(x2(t — to)) = %7 + 22~ = 242 " = 207
= 2Py

kx(T) = mx(l'l) (T) - Tnx2 = pxx(T) = 0-3? = Kxx (O) = pxx(o)

Percio
400

B} =25 =2 | pu) = 4why

— 00

E{y?(t)} = E{[x*(t) + x*(t — t)]?} = E{x*(©)} + E{x*(t — to)} + 2E{x*()x*(t — ty)} =

~X1 s XaXy
o~ =2 2x2x2 Y o = 2m, W+ 2m, % (¢,)

Ergodicita e stazionarieta
Per una variabile aleatoria Gaussiana si ha che
0 ;ndispari

= E{(x—m)™) = {

1-3:5---(n—1)ap ; nopari
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Da cui
m,® FlL3 o,* = 30,* = 3P,* = 3(2wNy)? = 12w?N,”
x=0

—S—X1Xaito .. I . . .
Per calcolare x; x5 , siricorda che date quattro variabili aleatorie congiuntamenet gaussiane
si ha che:

e = E{(xg —my, ) (o0 — g, ) (303 — M, ) (34 — M, )} =
= Oxyxy " Oxgx, T Oxyxs® Oxyx, T Ox x, " Oxyxq

Per x1 = x3 e xz = x4_
E 2 2] _ 2 52 2 2
(xl - mx1) (x2 - mxz) = 4 0xx, + Ox,9x,

E percio, essendo un processo stazionario, per il quale o, = oy, si ha essendo m, = 0

E{x12x22} =2 0-9?1962 + 0-9? = z[mx(l'l)(to)]z + sz = szxz(to) + sz

ergodicita
Da cui
E{y?(t)} = 24w?N,* + 4p,,.%(t,) + 2P,* ; con Pyl (t) = F P} = 2wN,ysinc(m2wt)
Percio

E{y?(t)} = 24w?N,* + 8wW?N,? + 16w?N,y sinc?(m2wt,) =
= 32w?N,? + 16W?2N,2sinc?(m2wt,)

Si calcoli adesso la gerarchia del primo ordine del processo Z(t). Si osserva che il processo Z(t) non
€ un processo gaussiano essendo stato ottenuto dal processo X(t) gaussiano in seguito anche ad
operazioni non lineari.

1
z=[y() = x2(0) + x2(t — to) ;o=

2w

La variabile aleatoria Z si ottiene come la radice quadrata della somma dei quadrati di due variabili
aleatorie gaussiane aventi valore atteso nullo e stessa varianza. Se le due variabili fossero
statisticamente indipendenti, la variabile Z sarebbe a distribuzione di Raileigh.
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Si osservi che

1
Pax (to) = 2WNysinc(m2wt,) = 2wNysinc (nZwﬁ> =0

1
Pertanto le due v.a. estratte a distanza t, = - S0no incorrelate, ed essendo gaussiane sono anche

staticamente indipendenti. Per cui

2 2
1 (X1 B mx1) Zp(xl B mx1)(x2 B mxz) (xz B mxz)
Px,x, (X1, %2) = > €Xp 7 — t ++ 2
2 Ox,0x, 1- P Ox, Ox,0x, Oy,
my, =0
con mxz =0 p= Z_X1sz — 7:3((:1) — p:x(afo)
[ X17Xx2 X17Xx2 X17Xx2
O-Xl = O-Xl = Ux = P.X' ?
Ergodicita
2 2
1 1 [x2 | x3° 1 G k7 )
i (%) = s e = [+ 5l = e T Spn Gope ()
Stat. indip
Per calcolare la p,;(z) applichiamo la trasformazione
— [,z 2
(z=Vx?+x x; =2c0s 6
X - g
k@ = arctg (—1) X, =zsenb
X2
Con questa trasformazione si ottiene
0<z< 4
U(z6)| = cos 6 senf| _ {
| —zsen@ zcosf r<@<m
Da cui
pza(2,0) = p, , (zcos6;zsenB) -z
: X,
E infine
T 1 _ ZZ
p,(2) = f pza(z,0)do = f ~ze 203 df — RAYLEIGH
’ 2T O,
2] -7

58/122



‘IIIIIIII|IM

o
==
=[T] =

Biometric Systems and
@ \ g
® O W a Multimedia Forensics LAB

ESERCIZIO 20 (ESAME DEL 17/04/00)

x(t) v(t) g(t) z(t)
(&) T o]
1
Ritardo T >
d - Ti4 Tid t
1 (t) = Z Uo(t — kT + 6) i .

k=—o0

Dove x(t) sia la realizzazione di un processo X(t) stazionario ed ergodico avente gerarchia di ordine
_(x=2)%

)
1 paria py(x) = —e 32 e spettro di densita di potenza

P (f) = No + 4uo(f)

Sia 6 una realizzazione di una v.a. @ distribuita uniformemente in (-T/2; T/2] . Sia inoltre y(t) una
realizzazione di un processo Y(t) stazionario ergodico gaussiano con spettro di potenza

Siano X(t), Y(t), 0 statisticamente indipendenti.

Si calcoli il momento misto di ordine (1,1) di z(t)

SVOLGIMENTO:

z(Y)=g(O)+y(t-T)

m, (1,1) — Z z —S—Z122t1t2 _ Zflfzdzzzlzz:f _ mt —

=[g@® +y(t-DIgt + Dyt +7-T)]" =

=g®gt+) ' +g@®yt+t-T)+gt+D)yEt-T)'+yt-Tyt+7t-T)" =
= mg(l'l) () + my(l'l) (D) + 2mgmy, = pyg(7) + pyy (T) + 2mym,,
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=y =7"=4
Py (1) = y(O)y(t +1)f = F P, (f)} = 4> + F{R, ()}
& By (v)
(Fwi2) 2N, Afuy(f) (fowid). 2N

>
Si calcoli la funzione di autocorrelazione di Y(t)
FHRy (N} = 5 FHS(N}
'y
5(f)
Ny
F an
__________ [ _ £
o iz w2 W t"
-%Nn - _NI'!I

. . 2w w i3
-1 — —j2nwt __ j2nwt __ o s —j2nywt
F~HS()} = Ngye Nye WN0 > sinc (T[ 5 t)e 4

2w w P}
+— NOE smc( —t)e+12"4Wt=

.3 .3 w
; —j 2ms —jems .
= No[—e/2™t 4 e=J2mWt] 4 N, [e+] Wt ™) ”4Wt] — sinc (nit) =

. N w 3
= —2jNysen(2nwt) + 2jNysinc (nit) sen (nz Wt)

_1 NO 1 i w 3
F {Ry(f)} = Esen(ant) — ENosmc (nEt) sen (HE wt) =

w 3

. 3 . .
= Nyw |2sinc(2nwt) — 5 sinc (TTE t) sinc (n 5 wt)]

Da cui

3 w 3
— 22 ; 2 Z#)ci e
Dyy (1) = A% + Now [ZSlTLC(ZTL'Wt) 5 sinc (n > t) sinc (n 5 wt)]

[~
@)
=
=
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mg =m, fh(t)dt ;o My =my cmy =2- %:;
_23. 3
m =75 3
N, 4
pgg(r)=7ehh(r)+72ehh(r—kn con ey (1) = f h*(Oh(t + T)dt
k o
Da cui
N, 4
m, (1) = {TO epn(T) + ?Zk: epn (T — kT)} +
+ {AZ + Now [25inc(27rwt) — Esinc (nK t) sinc (ng wt)]} + EA
0 2 2 2 2
enn (1) = h(t) ® h(t) = h*(—1) * h(t) = h(—1) * h(1T)
F Y F 3
Wit .
1 /“*}3'% K ___________ 1
) Tia > T- T4 rl T+Tr4 - Tid Tid i
1) per|t| >T/2 enn(t) =0
T T
2) per _E<T<_Z
T+T/4 T+T/4
T\ 4 4 T T 4
ehh(’l')= j 1(—t+T+Z)Tdt=T(T+Z)(T+E)— J Ttdt:
—T/4 —-T/4
4 T T T? 2 T? T
Tlr +Zr+4r+§—?—§——r+— = I— ~T+
T
3) per —Z<T<O
T 0 +T/4
enn (1) = jdt+J%<—t+T+z)dt+f %(—t+£>%(—t+r+£)dt=
-T/4 T
‘L'+T/4-
T 4 T T T T?\
_T+Z+Tl(t+ T)—[Z ]I < —tT—Zt—Zt+4T+16>dt—
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STy p U TR T et vttty
N T +T2 ( +T)_
4" 16 )\" %) T
_z2? 13, 2(T_T_T 2 _T*_ 12 T
- + tr [GT tT (4 4 4 )+T(16 32 8 ' 16
16 r3 2T+ T2+T3
72|76 “ 8" '327 48
T
4) per 0<T<Z

0 T
() = fdt+j( t+T)4dt+
Ernit) = 4)T
r—% 0
~ +T+4(T 12)+16
I L Vi 2
_—212+T+16 173 1 s
77 "2772(362 3% T
=F6 8 4 4
_16[* T, T +T3
2|6 "8" "32' "T4g
5 T< <T
) per 1 <7<3
T
4
@) = j4( t+T)dt 4|12 T
Chnit) = T 4 T|16 " 2°
-T/4
Riepilogando
(
0
4T¢2 T T2
enn(@) =1 Z[2__ L _
le 2|T|+sl
6[[zP T , T? T3
g gl +
Tz2|6 8% T 32 48

( ) T? 12 N T N
32 2 4"
6[c* T T T T2 T2\ (T3
—+r (——+———) [t ——— )+ (—+

64 364 64+64

16 16

T2 172 12+T2
16 216 " 2 '32
7 > =
AT )
T<||<T
r 2SSy
0<||<T
’ T >
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)(

T

4

1++
ZT —T

1

+

(

TZ

32

T3

3-64

4

T

|

T

4

T3

TZ

2

64

-

N————

T

2

)l

T2

T+

8
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ESERCIZIO 21 (ESAME DEL 19/04/01)
Si consideri lo schema
vr(t) =v(t—T) Z(It)

Ritardo T > h(t)

z(t) = c%(t)

y(®)

¥Z h(t) = 2wCa[m2wt]sen(2m2wt)
T c(t)

dove X(t),Y (t)e C(t) sono tre processi aleatori mutuamente statisticamente indipendenti.
Sia C(t) un processo armonico stazionario ed ergodico c(t) = cos(2m2wt + @)

Siano X(t) e Y(t) processi stazionari ergodici con spettro di densita di potenza

P.(f) = reth(f) ) Py(f) = rectsy (f)

Cio posto, si calcoli il momento misto di ordine (1,1) di z(t)
SVOLGIMENTO:

mz(l'l) (T) = Z(t)Z(t + T)t = Dzz (T) = pv-va (T) * €nh (T)

Ergodicita
Da cui

F{m, ()} = B,(f) = B, (DIH(f)I?
Essendo

1
H(f) = recty, (f) * Z [uo(f — 2w) — po(f + 2w)]

- 3wy - 2wy - i 2y Sy >
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Si ha poi
Popop (D) = vt =TIt =T + 7)" = p,, (1) = v(O)v(t + )" = s@®)z(O)s(t + D)z(t + 7)° =

indipendenza

= z(t)z(t + ‘L')tS(t)S(t + T)t = Pss (D2 (1) =
= x()y(®)x(t + Dyt + 1) c2(®)c2(t+ 1)t = x(O)x(t+ 1) - y(@)y(t + 1)t - c2(t)c?(t + 1)°

C1 Cz T
Pvrvr (1) = Dax (T)pyy (T)mc(z’z) (1) (2 2) () = C1 CZ

Pxx (1) = F-HP(f)} = wCa(nwr)
pyy(T) = F~HB, ()} = 3wCa(Brwr)

Ma anche
PvT(f) = T{vavT(T)} = [Px(f) * Py(f)] * T[mc(z'z)(T)] =

= [rect,, (f) * rects,, (] * F{ m P (0)] = G(f) * F[m 22 (1)]
G(f) = rect,, (f) * rects, (f)

A
G(f)

B
=

2wy e Dy 2w F

Si ha poi
——C1Cy; —
m. @ (1) = czcz2 = c2(t)c2(t + 1)t = cos2(2m2wt + @)cos?(2m2w(t + T) + )P =

1
= f %COSZ(ZTEZWt + @)cos?2m2w(t + 1) + @)d ¢

-7

!

Essendo C(t) ergodico pe (@) = irectm((p)

Percio

@2)( — L
me#(1) = 50 2 2

T
1 f 1+ cos(2mdwt + 2¢) 1+ cos2miw(t + 1) + 2¢) d

1
=g j[l + cos(2mawt + 2¢) + cosmaw(t + 1) + 2¢)

+cos(2mdwt + 2¢)cos(2maw(t + 1) + 2¢)]de =
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—TT

—{j do +f cos(2mawt + 2¢)de + f cos(maw(t + 1) + 2¢)dp +

T s

-
1
+ f > (cos(2maw (2t + 47) + 4¢) + cos(2n4wr)d(p}

[

essendo cos a cos § = 2 cos%(a + ) +cos% (a—PB)

Percio
V3
@.2) 1 1
m. % (1) =3 2n+0+0+§ cos(2mdwt) dp + 0 =

-1

1 1 1
= —{2m + mwcos(2m4wrt)} = — + = cos(2m4wr)
8n 4 8

Da cui
1
T{ m, 2)(‘5)} = —Ilo(f) + [.Uo(f 4w) + po(f + 4w)]

E quindi
1 1
Por () = G(f) x F[mBD @] = 26(F) + 72 [6(f — 4w) + G(f +4w)]

Infine

B,(f) = P (NIH(NI?

Da cui

Percio

m, V(1) = p,(2) = FHP(N} = FHZL() + Z(F) + Z3(f) + Zu()}
= 21(8) + 2 () +23(0) +24 (1)

dove
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74(F) = triau(f) = g rectu () # recty ()] 5. = 1 [recty () * rectn ()

Z2(f) = 12 tria () = = 1= rect, (f) = rect, (Pl = — e lrect, (1) = recty, ()]

5 5
Z5(f) = 6—14(f — 2w)rect,, (f — TW) — %(f + 2w)rect,, (f + 7W)
Z, () = —gzrects(f)

F 3

" \

L ']
-Twy -y -y Y Dy Fwy f

z,(1)

o2

v
=3
1 : .-
IE\
E b
.

4 16
z,
e a1 -2w)
R B R e
3w 2w ;v w 2w 3w ];

da cui
1 w?
z1(t) = e (2w)%Ca?(2nwt) = TCaZ(Zﬂwt)

Z,(t) = —iWZCaZ(TTWt)
2T 16

2
2.(6) = — % Ca(mwi)

e ricordando che

o dX(f)
t) ==—F1
X =g F i
&
z,if)
1 1
Edw Al By
B4
=Y -2y = \ﬂ:-' 2y S.QIW S J"'
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1 5 5
z3(f) ——[ o(f +3w) — o (f — 3w)] +—[ rect,, (f+§W) + rect,, (f—zw>]

10,1 w —j2m3wt +j2m3wt +]'27TE wt —j27tE wt
{z3(} = ol e —e + Ca(nwt)e 2" — Ca(nmwt)e 2 =

. . 5
o e I2mIWL _ oH+J2T3WE 4 Cq(mwt) - 2jsen (Zniwt )} =

Da cui infine

' 5 w
z3(t) = ﬁ [—sten(27r3wt) + Ca(nwt) - 2jsen (anwt )] rvie

w 5
= At [sen(Zant) — Ca(mtwt)sen (Zniwt )]
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ESERCIZIO 22 (ESAME DEL 15/01/01)

Si consideri il sistema di figura, dove X(t) e Y(t) sono due processi aleatori Gaussiani, ergodici,
indipendenti tra loro, con spettro di densita di potenza P, (f) e P.(f)

4 Pe(¥)
1
X(t) Xz(t)
" ¥4 T B Enar T T.r
()
|| )
" NPEE /\ /\
-1 2w =10y 1 Ow 12Wf.‘
Si calcoli lo spettro di densita di potenza del processo Z(t)
SVOLGIMENTO:
PZ(f) = j:'{pzz(T)}
Con p,, (1) = Z(DZ(E + 1)t = 2222 7" = (a2 + y2) (a2 + y2)Kakait —
Dzz 123 §+ )5 +y3)
2X1X2 T 2Y1Y2,'T 2 2X1Y2 T FZ\—’Y]_XZ T
= x{x3 +YiY; TX1Y; + yix; =
= m, 2 (1) + m, @2 (1) + 2m,Pm, @
(m,?? (1) = E{x?x2}
(22) () —
m T E +o0
JreTTEEEOD e —2 (B = pa) = [ RS = 4+ 2
my =0 P, = 2w
mx(Z) = E{xz} Y
\m, @ = E{y?}
Da cui
_ o O'x—k(O)— —m,? =2w
kx(T) - pxx(T) mx - {O_y — ky(O) — my — 2W
my, =2 m, =0
of =2w op = 2w
m,® =4+ 2w m,® = 2w

Dzz(T) = mx(l'l) (r) + my(l'l) (o) + me(z)my(z)
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Per calcolare i termini m, Y (t) e m, Y (z), consideriamo una generica variabile x gaussiana, con

valore atteso m, e varianza o2
Si ha:

E{x{x3} = f fxfxz Dxyx, (X1X2)dx,dx,

—00 —00

2

s [Camme)’ aolammg)(ramag) | (o)’
1 2(1_p2)[ ax12 Ox10x; UXZZ

Con X1Xy) = ———FF—=¢€
pxlxz( 1 2) 271_0_’%10_%2 1-p2

Ma si ha anche

[o2] o

E{xlxz} = f Z [ f x%sz/x1 (xz/xl)dle pxl(xl)dxl = f x12 'mxz/xl(z) " Px, (x)dx, =

— 00 — 00

[o0)

= f x% ) [0-332/3(1 + mxz/xl(Z)] ’ pxl (xl)dxl =

—00

Oy 2
= f xi - laagz(l -p?) + (my, +p o - (xl - mxl) )l 'le(x1)dx1 =

X1

fof(1=p?) + [me + p(x —m)?] |- pe(x)dx =

Il
—
=

N

T

Stazionarieta

=[o2(1-p?) +m2 -
S0 2% pe(dx + [ x?[p?(x — m)? + 2pmy (x — my) |p (X)dx =

ponendo s =x —m

r 1 s
= [62(1 - p?) + m,? Im, 2 + f(s2 + m, 2 + 2m,s)[ps? + 2pm,s] e 20x’ds =
E V2mo,

=[oZ(1 - p») + m? Im,® +
+ f [p2s* + 2pm,s3 + p?m,2s? + 2pm3s + 2p?m,s3 + 4pm,2s?] ps(s)ds
Per le proprieta delle gaussiane
n dispari

» npari

™ = E{(x —m)"} = {1 3:5(n— 1)}

Si ha
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E{x?x3} = [0f(1—p*) + m? | - [0F + m 2] + [3p0x + p*m,*0f + 4pm,*o7]

= oy — p?oyf + m 202 — p?aim? + m2o? + m* + 3p2aof + ploim,? + 4pmlo? =
= 2p%0g + 4poim? + of + 2m 2ol + mt =

WD () — 2717 A1) (Y o 2
m T) —m, m T) —m,
zzlx €] la4+4lx (1)

X
o} oy

]o-,?mx2 + [0 + m2]* =

1,1)

= 2[m, V()] + 2m,* — 4m.Pm, (1) + 4mx2mx(1’1) (t) — 4m,*

+ [of + m,* + 202m,?] =

= 2[m, "V (@) + [0f + 20¢m,* — m,*]

Si ottiene percio, nel nostro caso

{E{xlzxzz} = 2[m, D@ + [0F + 202m,2 —my*] = 2[per(D)]? + [4W? + 16w — 16] = 2p, 2(2) + 4[w? + 4w — 4]
E{y?y?} = 2[pyy(‘lf)]2 +[m, @2 = Z[pyy(r)]2 + 4w?

Da cui

P, (1) = 2{pxx2(‘lf) + pyyz(‘lf)} +16w? + 32w — 16 = Z{pxxz(‘r) +pyy 2 (1) +8(w + 1) — 16}
Quindi

P(f) = 2[Ffp, )@} + Flp, @} + [8w + 1)* ~ 16]u6 ()]

Py(f) = 4uo(f) + triy, (f) * [no(f — 11w) + po(f + 11w)]
13 13
Pe(F) = rectu () + 1o (£ = w) + 1o (£ + 5|

Flo, *) = Bo() # (1) = Irects, (F) = recty ()] [uo (1 = ow) + 1o (£ + 5o w)] -

2
13 13
o (=) +ro (£ 45 w)] =
= wtriy, (f) * [uo(f — 13w) + puo(f) + uo(f) + o (f + 13w)] =
= wtriy, (f) * [uo(f — 13w) + po(f + 13w) + 2p(f)]

E inoltre
Flp, 2D} = Px(f) * Px(f) = 16p0(f) + 8triy, (f) * [uo(f — 11w) + po(f + 11w)] +

+eriy, () * tri, (O] * [no(f — 11w) + po(f + 11w)] *
*[po(f — 11w) + po(f + 11w)] =

= 16po(f) + 8triy, (f) * [uo(f — 11w) + po(f + 11w)] +
+triy, () * triy, ()] * [2u0(F) +uo(f — 22w) + po(f + 22w)]
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Rimane da calcolare la convuluzione tri,, (f) * tri,, (f)

Pz(f) = 2{[8(w + 1)* - 16 + 16]uo () + [2wtriy, (f) + 2[triy, (f) * triy, (P]]
+[8triy, ()] * [uo(f — 11w) + po(f + 11w)] +
+wtri,, (f) * [uo(f — 13w) + uo(s + 13w)] +

+eriy, () * triy, ()] #+ [+uo(f — 22w) + po(f + 22w)]}

Per il calcolo G(f) = [tri,, (f) = tri, (f)], abbiamo innanzitutto che G(f)=G(-f) , essendo
tri,,(f) €R e tri,(f) = tri,(—f), e quindi risulta

1 (5+w) 1
Wy
1 (=) S fsw-f) / Jv (-]
W W /\
T-s f f+uy -ty
1) f<—2w > G(f)=0
f+w
1
2) —2w<f<—-w - G(f)= f —F(s—f—w)(s+w)ds=
-w
f+w
1
= f —F[Sz-i-SW—Sf—fW—SW—WZ]dS:
-w
1711 1 frw
23t fe2 (2 _
2 [35 2fs (w +Wf)S]_W

1 1
= +W[f3 + 6wf? + 12w?f + 8w?] =m(f+ 2w) 3

f 0
3) —w<f<0- G(f) = j%(s—f+w)(s+w)ds+f—%(s—f—w)(s+w)ds+
—-w f

f+w

+f %(s—f—w)(s—w)dsz

0
{ 1 0 1
= | =2 +sw—sf—fw+sw+w?ds+ | —— (s> +sw—sf — fw—sw—w?)ds +
w? w?
-w f
f+w

1
+J F(sz—sw—sf—fw—sw+wz)ds=
0
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{f(s + 52w — F) — fw + w?)ds — f(s —sf—fw— Wz)ds+f (s? — s(2w + f) — fw+w2)ds}—

= F{[Eﬁ +—52(2w —f)+s(—fw+ WZ)]fW - [%53 —Eszf -s(fw+ WZ)]f +
[35 ——52(f+ 2w) + s(fw +w2)]f+w}

— 53w -3+l e e v -3 -l = -5 v - v
DOSfsw > 6N =6 =—{[+>s +2w —wr?}

Swsfs2w - G(f)=G6(-f) = 2( —f+2w)?®

Percio
#(—If|+2w)3 ;w[f]1<2w
G(f) = [triy,(f) = tri,, ()] =
1 1 2
kﬁ{[+5|f|3+gwg+wfz]} ; 0S|f|SW
A

G(f)
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ESERCIZIO 23 (ESAME DEL 15/01/2001)

_ x(t) = K;w aKrectr(t— KT - 9) cos[j—rt] “T/<t>T o
Siano - con h(t) = T 2 2 +due realizzazioni
y(t)= D, bh(t— KT - 6) 0 altrove
K=-o

di due onde PAM a variabili indipendenti, stazionarie ed ergodiche. {AK }e {B, }mutuamente
statisticamente indipendenti, con funzione di densita di probabilita:

N {a, }— —rect,(a - 1)

P, b= > rect2 (b)

Posto cio, si calcoli il momento misto di ordine (1,1) del processo Z(t)= X(t)+ Y(t).

SVOLGIMENTO:

mil,l)(z_): p (7)= mt _ Lx(t)Jr y(t) [x(t+ )+ y(t+ r)] =

X(Ox(t+ )+ x()yt+ )+ x(t+ 72)y(t)+ yt)y(t+ r)t= p, (7)+ pw(r)+ 2mxmy

m m
m = TL rect (t)dt= T[1-T]= m,
T/2 12
2
=—j h(t)dt——j cos[ ]dt——Irect(It] -y T
-T/2 T T 7 7 T/2
Dove:
) © 2 2 3
mazj ap, (a)da, = I ak%rectz(ak—l)dakzj' —da = [%I %
A —> o o °
2 2 4
a 16 |a 16 16 2
PP = Kga - 2 || _P_o_P_ %
a“ﬁ”ﬁ{)skg[slg 9 9
b, “ b
m_jpr(b)db_jb “rect,(b)db, = [ Zdb =0
712
B— . ,
b? b 1
— @ m2— [ S = [ r2dp = |2 | =
05_ my"—m, = J.l?dbk_ jo bkdbk_ [E:L— é
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Percio:

Nel caso di una onda PAM si ha:

» » |K (KT
p(D)= 3 paai”’ e, (- K1)= ¥ —[ (D) ] e (v KT)=
- 3 M w3 mTieW(T_ (T

=—o

Se le variabili aleatorie risultano essere statisticamente indipendenti, come assunto per ipotesi, si ha:

0 :kz0
ot k=0

a

K, (kT)= { } essendo perk = 0: K_(kT)= 0.

Quindi pxx(r)— —2 Z L, (7= KT)+ Oaze ,, (7)da cui, estendendolo al caso in esame, si ha:
K=— oo

2 16 &
= — —_— — kT
pXX(T) 9T I'I‘ 9 Z (T )
1
p,(7)= gzegg(f)
dove :

e (r)=rect (t)®rect (t)= [rect:(—t)}*rectr(t): rect (t)*rect (t)= T-tri (t)
e,(7)= [cos[%[ r]rectr (r)}@ {cos(? r]rectT(r)}z {cos[— %[ r]rectr & 7)} *{cos[? r]rectr (r)}
= {cos(?t}r ect (Z')}* {cos[?t]r ect. (r)}

v

(%]
ba| -1
b |
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Inoltre:
0 M> T
i - i cos[_:_[r + co{(Zt— 1)}
e, (D=1 | cos[’—[t]cos Z(t- o)ot= | > dt ; —T<7<0
2 - T cos[_i_[r + cos{(Zt— r)}
Imcos(—t]cos i[(t— r) it = _[m > dt ; 0< z<T

Ovvero:
0 M >T
+T/2 cos[_l_ ] Tsen[ ]
1 lsen[7—r(2t— r):[ + cos[z r]-(r+ T)= (z+T)-
4 T/2 T
egg(r): -T<7<0
1l T 2 cos[_:_[ r] Tsen[_:_[ r]
T Va _ T )
E{Zz sen[?(Zt— T)Im + cos{? r]-(T - r)}— > (T r)+ P
O0< < T

Compattando il tutto:

e,(7)= B cos[;—_r r] (T ;-—7[ sen[;—_r‘ T‘Hr ect,. (7)

Concludendo:

2 ) 16 & .
meO(7) = = —.T-tri + — T-tri (z— KT)+
z (T) pzz(T) 9T T (T) qT k;w T (T )

%B Cos[%r r]-(T - M)+ ;—7[ sen[%[‘ T‘Hr ect,. (7)

75/122



ROMA
A:TRE

SITA DEGLE 5T

|||I[

Biometric Systems and
i p*
® O W o Multimedia Forensics LAB

ESERCIZIO 24 (ESAME DEL 18/06/2001)

_””"'”l

Si considerino due processi X(t) e Y(t) gaussiani, mutuamente statisticamente indipendenti a valore
atteso nullo e funzione di autocorrelazione paria a:

P, (7)= o’Ca(mwr)
5, (9)- ciCa(awe)

Con riferimento allo schema di Figura:

z(t) @ O ) :; wt) WiE=V @, ﬁ“ Z(t)
I @1—3
:~f(1:>T

Si calcoli la gerarchia di ordine 1 di Z(t) essendo 7(-) la non linearita istantanea, definita come:

Z@)= qW()|

2

+1/2

.

B o—
b —

W

SVOLGIMENTO:

Per ottenere la p, (z)si deve prima ottenere la p,, (w), con W (t)= V?(t) . Si avra quindi
W=V? 5V =+JW, dacui:

0
o ]
0 ;W< 0
el a ] o
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2
Il processo V(t) =%G(t); G(t) = 2X(t) —3Y(t) € un processo Gaussiano essendo tramite

combinazione lineare di processi Gaussiani. In particolare la v.a. G € Gaussiana con valore atteso e
varianza seguenti

m=2m+3m =0
9 X y

G: N(mg;OS); A= a’d=4d+90

i=X,y

Inoltre, essendo g(t) = 2x(t) — 3y(t) si ha:
p,o(7)= 9MY(t+ 7) = [2x(®) - 3y(® [2x(t+ 7)- 3y(t+ 7]

= aX(OX(t+ 1) + 9y Y(t+ 1) — BXO)Y(t+ 7) — BY(OX(t+ 1) =4p, (r)+ 9p, (r)— 12mm
Poiché m = m = 0,sihache p ()= 4p,(7)+ 9p,(7)= [4of+ 90§}Ca(7zWT): o’Ca(mwr).

Essendo G(t) a valore atteso nullo anche il processo V(t) sara a valore atteso nullo essendo
m, = mg_J' h(t)dt= m gH(0)= 0,

P, (D)= P (D) *e,()=—>P,(f)= P (F)gH(F)[

P, (f)= 3 {cCa(zwr)}= o -Vlvrectw(f)

P,(f)= P (H)JH(F)|
[H()| = 162**

P (f)= @Oz firect (f)
~1 1
_» | w s
2 2
Da cui:

0 W/2 12 4
t=m?—m=m?=P,0)=[ P,(f)df = 16”202 2j fdf = 32—”0{ I - %W“ag
Inoltre:
p,(V)= —— e

\N2ro
y
1 2n? 1 72:’2 1 72:,2
p,W)= ——|———e "+ ——e " |= e ™ w>0
2\w|2V270, 20270, 27Wa;,

p,(w)=0 ; w<0
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Di conseguenza essendo Z(t) = 77(W (t)), con la non linearita riportata in Figura:

r Y
20 7, = —1W
2, =W
1..
AR I
| 1 .
1 I 0
2 2
0 ;w<0
. T WA (40 4 907
si ha che w) = ey e = —W + .
PW=1 1 ag o or e @ g Wi dlr od))
\/27[WO;/
Da cui:
0 ; (z=0)u(z>1)
p, (@)= | —— 2“3 M-— ; 0<z>1/2
\N2nz 27[2(7
[ e aw fy(e-1/2) ; 22112
v2 N27Wa,
Per quanto riguarda il valore z = 1/2, si ha p,(2)1,_,,,= I e 2% dw.
1/2
Effettuando un cambiamento di variabile si ottiene
P, (D) |_y= I 203 2t dt= _[ \/7 205 dt.
2 12
t . . 2 2 T e
Ponendo s= I’espressione diventa p,(z)|,_,,= +/— —I e \/_0' ds= j e’ ds.
\ESV T V 1/2aq, \/7—7’-1/20;/
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Ricordando la definizione analitica della funzione erfc(x) = TI edt=1- erfc(x) per x>0, la
T X
nostra espressione diviene p,(z)= erfc[zi].
Vv
0 ; (z<0) U (z>1)
7 4 4
o il W
Quindi p,(z)= 1 e : 0<z>1/2"} con qf:( ) az:( )(402+ 902).
/272_20;/ 5 g 5 X y
1
erfc| — z—-1/2) ; z=1/2
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Con riferimento allo schema

x(t) v(t (t (t) (t
- d il L A% = Ca[2m\-’£]e-i6”‘“—5)>

—_—

I, ®= Zuo(t ——)

4w

dove x(t)= [Ca(ant)]z, si calcoli

1. TDenergia Es di s(t)
2. le componenti analogiche di bassa frequenza di s(t) rispetto a fo=3w

SVOLGIMENTO:

La trasformata di Fourier del segnale x(t) € data da:

X (f)=TF {[ca(2mw) | - g, (f)

da cui si ottiene lo spettro di y(t) attraverso il passaggio per il filtro derivatore:

Y(F) =] Zotriy ()

X(f) Im{Y (D)}
N A
1 z
2w 1 z (~fram
(f+2w)— PR -
e m / 2w
~ >
_ 2w £
2w 2w f
nf
2w
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La trasformata di z(t) si ottiene poi come uscita di un filtro di Hilbert avente y(t) in ingresso, ovvero

7t—f(—f+2W) >0
Z(f ) = < 2W f
T
—W(HZW) <0
| Hyy()
] Z(%)
. nf 2 I
Vf —(f+2w)ﬁ / (—f+2w)%
) >
—2w 2w f

Il segnale z(t) viene successivamente moltiplicato per un treno di impulsi, che ne seleziona i valori
presi a passo (1/4w). La trasformata di Fourier del segnale risultante g(t) e data da:

G(f)=TF {g()}=TF {Z(t) -Zkluo (t —%)} _
= z(f)*{4wz mo (f - k4w)} = 4w Z(f —kdw)
k K

Oovvero:

G

2TwW

AAAAA

—4w —2w 2w 4w 6w f
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Il filtro attraverso cui transita g(t)ha poi risposta in frequenza

TF {Ca[Zn\m]ejGW’“}ZireCtzW (f-3w)

da cui si ottiene che il segnale in uscita s(t) ha componenti in frequenza differenti da zero solo tra 2w
e 4w, ovvero:

n(f-2w
S(f)z%(—f+4w)
S(h
T
2w dw f :

L’energia del segnale s(t) si puo calcolare come:

w 4 _ 2 2
e i = T P2 Crvawy) af = T ) Cr i) o -
—o0 —2W W —W W
Yimw 2 2 ? 752 w 2 4
:_{,\,F(f —w)d W—jw —2f2w2 + whdf =
T

W4

2
1 2 16
== —f5——W2f3+W4f = —wn?
5 3 . 15
Per il calcolo delle componenti analogiche in bassa frequenza di s(t) rispetto a fo=3w si ha

S(f)=2S"(f+f,) = —%(f2 —wz)rethW (f).
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Per calcolare le componenti in fase e in quadratura occorre antitrasformare S (f) . A tal scopo, si

possono considerare le derivate di primo e secondo ordine di S (f) :

5:) ( sz)rethW(f)
S

d-S(f 4 4m an
df(z ):(—erect2W (f)+WHo(f +W)+Wuo(f -w)
d*S(h
4 2
dS(f) .
iF 411\ 4 41
o \
T
—4Ff <
W \ £
—W W ; f
|
A

da cui antitrasformando si ottiene:

—]2nt —j2mt

5 (1)=5, (1) #is, (1) = TF {8 (F)} = ——— -TF_l{dzd%c(Zf)}:

1 |8xn
= . [W Ca(2nwt) 2cos(2nwt)}
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da cui
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Wss(t):O

{sc(t) _ L [S—RCa(Zn\m)—zcos(zfcwt)}
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Sia x(t) =YN_, a, cos(2nnFt+¢n), con F noto, un membro di un processo aleatorio le cui
ampiezze ai,....an sono note, e le fasi ¢1,...,on SOno determinazioni di N variabili aleatorie

statisticamente indipendenti tra loro e a distribuzione uniforme tra 0 e 2x. Supponendo che x(t)
stransiti attraverso il sistema:

x(t) [ H(b) wi(t) z(t)=w(t)

—> » >

v

si calcoli la gerarchia di ordine 1 e lo spettro di densita di potenza del processo Z(t)

SVOLGIMENTO:

Le realizzazioni del processo aleatorio X(t) sono costituite dalla somma di N differenti realizzazioni
di processi armonici, ciascuno con ampiezza nota a, e fase ¢n istanza di una variabile aleatoria
uniformememente distribuita tra 0 e 2. Poiche le fasi dei differenti processi sono tra di loro
statisticamente indipendenti, tali saranno anche i processi armonici che costituiscono la sommatoria.
Lo spettro di densita di potenza del processo X(t) sara pertanto dato dalla somma dei singoli spettri
di densita di potenza di ogni componente armonica.

Ricordando che un processo armonico aj, cos(ZnnFt + <|>n) ha come funzione di autocorrelazione
I’espressione 37“ cos(2mnFt), che quindi il suo spettro di densita di potenza e costituito da due impulsi
posizionati in £nF, e che lo spettro di densita di potenza di w(t) & dato da Pw(f) = Px(f) | H(F) | 2. s
ottiene che solamente le componenti dello spettro di X(t) a frequenza +F sopravvivono al transito del
filtro H(f), e che pertanto il processo w(t) risultera essere un processo armonico con realizzazione
a; cos(2mnFt + ¢, ), dove a1 & un valore noto mentre ¢1 & una determinazione di una variabile
aleatoria a distribuzione uniforme tra 0 e 2.

Per cio che riguarda il processo Z(t), il suo spettro di densita di potenza si puo ottenere come
trasformata della funzione di autocorrelazione pz(t), che essendo i processo ergodico ¢ pari al
momento misto di ordine (1,1) del processo. Si ha pertanto

Z,Z,t W, W, it t
0, (1)=m,* (1)=2,2, = w,2w,’ —w ()WE (t+t) =

:afcos (2nFt+f | )afcos? (2nF (t+t)+f, ) =

= j—COS (2nFt+ ;) cos® (27:F(t+t)+f )dfl—

S 2p
al © 1+cos(2n2Ft+2f ;) 1+cos(2n2F (t+t)+2f )

= | df, =
2p 2 2
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4
- :_; Ff [1+cos(2m2Ft+2f ;) + cos (2m2F (t+1) +2f ; ) +
—p

-|||||||u|

+c0s(2n2Ft+2f | ) + cos (2m2F (t+1) +2f ; ) 1df ; =

4 p 4 p 4 P
::_; [ df1+% [ cos(21t2Ft+21“1)df1+E;i [ cos(2n2F(t+r)+2fl)df1+
-p -p -p

4
+ gl—p T’p %[COS(ZﬂQF(ZH"C) +4f 1) +cos (271:2Fr)] df | =

4 4 _4
& 2n+0+0+0+ j cos ( 2n2Fr) df | += . L (2n2Fr)
" 8p 2 48

Per quel che riguarda il calcolo della gerarchia di ordine 1 del processo Z(t), si ha che
1
z(t)=w’(t)=afcos® (2nFt+f ), dove p; (f 1):z—rect27T (f,—n)
! T
Estraendo una variabile z; da z(t) selezionando I’istante di tempo t1 Si ottiene

z,=z(t,)=w?(t,)=a’cos’ (2nFt,+f,) dacui cos(2aFt,+f )=+ ﬁ e f,=-2nFt+ arccos[lL EJ
8 1

¢y 4

Zil (t,=0) &

2

aj

1 T - '(1)1 _ .

In ciascuno dei 4 tratti in cui viene espressa la ¢z in funzione della variabile z1 si ottiene

ary|_ 1 i 1 _ 1

dz, ,1_% al2z 5 ,zl(aiz—zl)
3

da cui
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ESERCIZIO 27
Sia X(t) un processo Gaussiano, stazionario ed ergodico con spettro di densita di potenza Px(f). Sia

poi Y (f) un processo armonico di ampiezza A e frequenza fo, indipendente da X(t). Si calcoli il
momento misto di ordine (1,1) del processo Z(t) ottenuto come da figura

<® | 4 st ()
N i > A P\(f)
dt
Ny
s(t)
}(t) 3 1 >
— | Ritardo T hH (t): - -W W
Tt

SVOLGIMENTO:

Si ottiene:

11 _ Z.Z, G,,G,.S,.8,iT GGt S.S,t
mz( ) (T)—lez = 21518587 =218 8182 =Py (T)Pss (T)

essendo i processi X(t) e Y(t), e quindi anche G(t) e S(t), tra di loro indipendenti.
Per quel che riguarda il processo G(t) si ha:
Ps (F)=X()|j2nt| = 4n2£2X(f)
P (O
47N,

>
L

¢

_ 2
mentre Pg(f)=P, (f)‘e"z’Efr 2|HH(f)|2 = PY(f):AT[HO(f—f0)+u0(f+fo)] essendo Hw(f) il filtro di

Hilbert, e non venendo alterato dal ritardo T lo spettro del segnale y(t). Si ottiene percio:
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m, " (t)=pgq (1) pes (1) = TF 1 {P5 (£)-Py (f)}:AT-[TF‘l{PG ()} {10 (£ = o)+ 1o (£+5)} | =

ZATZ'[pgg () [ho (£ =1o) o (£1p) |

Rimane pertanto da calcolare 1’antitrasformata dello spettro di G(t), per poi moltiplicarla per A%/4 e
traslarla in =fo. per il calcolo di pgg(t) si possono sfruttare le proprieta della trasformata della
derivata di un segnale, e calcolare le derivate del primo e del secondo ordine di Ps(F).

Si ottiene percio

d P((;f(f) = —4n*w?No [ 1o (f = w) =g (£ +w) |+ 8n*Nf -rect,, (f)
dFs (O
df
a*w?N, | 8n?N,f
-w w F
-4n*w2N,

Derivando ulteriormente lo spettro di G(t), escludendo gli impulsi in £w, si ottiene:

d [87‘C2N0f -recty,, (f )]

i =8’ Now | 1o (£ = W)+ (Frw) |+ 8n°Ny -rect,, (£)

8n°N,

da cui pertanto
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P (1) = ﬁ[—Sjnzszo [—sen 2nwt)ﬂ +

1 1 2 2 _
+ iomt -%.[—mn Now-cos(2nwt)+8n Ny -2w-Ca(2nwt)} =

= —8n°w°N,Ca (2mwt) + 4Wl\|0 [cos (2mwt)—Ca (2nwt)]

LUXIVE wqr!. ISEGLE STUDH
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ESERCIZIO 28
H (f)
@
uo (t—T)

y=x*

x (t)

A\ 4

s (t)

\ 4

w ()

> V(1)

A 4

Sia X(t) una realizzazione di un processo gaussiano, stazionario ergodico a media nulla con spettro
di densita di potenza

P, (f) = Nyrecti(f) esia H(f)=1—Ke /21T
T
Si calcoli:

1) L’autocorrelazione ps (1)

2) Valore atteso m,,

3) Gerarchia di ordine 1 del processo w(t)
4) Lo spettro P, (f)

5) Intercorrelazione tra s(t) e y(t) per T = 0, con K=1
SVOLGIMENTO
1)

s)=x@)*h(t)+ x(t—T), dove h(t)= u,(t)— Ku,(t—T) dacui
s()=x(t)+ x(t—T)[1—- K], dacui

pss @M ={x(O+ xE-DN-KHx(t+)+ A-Kx(t+1-T)} =
= x(Mx(t+0)'+A-K)x@®x(t+1-T)+A—-K)x(t—T)x(t+ 1)t +
+(1-K)>?x(t—-T)x(t+ t—T)' =
= pxx(T) + (1 - K)pxx(T - T) + (1 - K)pxx(T + T) + (1 - K)szx (T)

Dove

Prx(T) = % Ca (gr) da cui

pss(T) = (2 + K? - ZK)pxx(T) + (1 - K) [pxx(T - T) + Dxx (T + T)]
2)

w(t) = s(t) — x2(t) = x(t) + x(t —=T)[1 — k] — x%(t)
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my, = W(t)t =my + mx(l - k) - xz(t)t = mx(z - k) - mx(z) = _O-x = _pxx(o) = _%
m, =0
3) k=1
, _(x—m;;)z
WO X0 - O, x(O) > pr=e

W =x— x?

W“
14+V1—4w
b 1 1 n 2
== RN
=X
iviw 7 \
2= 2
dx
P (W) = Dy T+ Pl W) || =
\/m{px[z-l_z v1- 4W]+ pr_E V1—4w]}

4)

X1X2T

y(©) = x3(t), Py (@ =yOy(t +1)f = x2(O)x%(t + 1)" = x,2x,>

Ricordando che

E{(xl - mx1)(x2 - mxz)(x3 - mxs)(x4 - mx4)} = Ox1x,0x3x4 T Oxyx30x20, T 0120, Oy x5

da cui, per m,, = 0
2, 27 _ 2 2 2 2 _ 9,2 2 2
E{x,°x;°} = 04,x, + 0%, 0%, + 0%, x, = 205 x, + 0%, O,
No

— N
Dove 02, = 02, = Ky (0) = pyz(0) = FTH{P(F)} leco = 2 Ca(2t) oo = 22

m, =0
Mentre
2

N§
O-ngxz = [E{(xl - mxl)(xz mxz)} = pxx(T) = Ca (_T)
da cui

N¢ s N¢
Dyy(T) = ZFCa (T )+—
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5)
esy(t=10) =7

X1X2T

esy(D) = s ®y®) ; (D] ® (O = XORE+D = X1%3

k=1

Ma essendo che

Ex{(xq — mxl)(xz - mxz)(X3 - mxg)} T 0
v.a congiuntamente gaussiana
Se si pone
X, = X3 — Ey {(xl —my, )(x; — mXZ)Z} ? E{x;x3} =0

m,, =0

4

Dacui egy(t) = 0
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ESERCIZIO 29

X(1) y(t) VO=y2() | 2(1)
QL (i

a(t) = cos (2mfyt + @) (stat.indipend. da x(t))

l

Sia x(t) una realizzazione di un processo gaussiano, stazionario ergodico a media nulla con spettro di
densita di potenza P..(f) = N, rect,,(f), fo > 4w, e sia ¢ determinazione di una v.a. ®
uniformemente distribuita tra 0 e 2m.

Calcolare gli spettri di densita di potenza dei processi Y (t), V(t), Z(t)

SVOLGIMENTO

y(t) = x(t)cos 2rfyt + @) = x(t)a(t)

X1Xzadq1a,T

Py(f) = F{pyy(T)} = F{mgl'l) (T)} = F{ WY1YZT} = F{ leaI;ZaZ
= F{pxx(r)paa(‘[)} = F{pxx(T)} * F{paa(T)} = Px(f) * F{paa(T)}

} =

Con
2 AZ AZ
F{paa (D)) = F{z-cos(2n o)} = o (= fo) + —-uo(F+ o)

A Py(f)

v

—fo—w —fy —fo+w fo—w fo fo+ w

2 2}’1}’2

P,(f) = F{py (1)} = F{m{*V ()} = Fwrwvs "} = Fiy?y? )} = F{x?a2xZa2

X1X2T aiaxT X1XT alazr
=F {xfx% - a%a3 } F { 2x2 }* F{aZai "}

X1X23132T}

Per i processi gaussiani si ha che

(1111) =E {(X1 mxl)(XZ - me)(XS - mX3)(X4 - mx4)} =

= Ox;x,0x3x%4 + Ox,x30x,%,4 + Ox1x4Ox,x3

— — 2,27 — <2 2 2 2 — 2 2 <2
Ponendo x3 = x; e x4 = X, —PE {x7x5} = 0% x, + 0%, 0%, + 0%,x, = 20%,x, + 0%, 0%,
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Essendo il processo stazionario si ha anche che oy, = oy, dacui

XXy V2T = 20%.x, + 0%, = 20% %, + (0%,)°
Essendo my, = 0 (dallo spettro) si ottiene

{"xf = m, @ - m?=m, =0 "= K

lex = m,(c1 1)(1')

Da cui
Ex(x2x2} = 2[m{"V (1)]2 + P2 = 2 pZ, (1) + P2

m, = 0 ed ergodicita (o, > = P,)

F{x3x3} = 2 F(pue (D} * Fpax (D} + PRuo(t) = 2 NG recty, (f) * recty,, (f) + Pruo(t) =

= 4No*w triy, (f) + P2uy(t) P, = 2wN,
Si ha poi
220182t 2 2 @
a‘as = cos*(2nfyt + @)cos“[2mfy(t+ 1) + @] © =

= %fozn cos?(2mfyt + @)cos?[2mfy(t+ 1) + @]de =
= éfozn[l + cos(4ntfot + 2¢)][1 + cos(4mfy(t +7) + 2¢)]de =

= ifon 14 cos(4nfyt + 2¢) + cos(4nfy(t + 1) + 2¢)] +
cos[4nfo(2t+ T)+4¢@]+cos(4mfoT) d

2
171
=5t3 cos(4mf,T)

Da cui

dqd2T

—_ 1
F{afaj } = _uo(f) + uo(f 2fo) + uo(f+ 2fo)

Py () = [4wWN§triy, (f) + Péuo(f)] * [ uo(f) + —uo(f 2f) + uo(f+ 2fp) ]

A
152
Asz

wN§ 1

2
—P
16 X

v
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Essendo poi P,(f) = P,(f)|H()|? si ottiene

A

A _p2

wN3
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ESERCIZIO 30

X(t v(t w(t

O o O 0 u(o)
> K (D)

Sia x(t) una realizzazione di un processo gaussiano, stazionario ergodico a media nulla con spettro
di densita di potenza

2 2
2N, (2 = |f]T); —= —
&4 @-lfT;  -Z<f<Z

0 ; altrove

Ki(f) = rect2(f); K,(f) = rects; Kz(f) = J sign(f)e2™(T*+D)
T T

4; v(t) < -2
n[V(t)]{ v3(t); —2<v(t) < 2
4; v(t) =2

Si calcolino le gerarchie di primo ordine di w(t): p,,(w) =?

SVOLGIMENTO

_(v=my)?

203

v(t) € gaussiano con p,(v) =

2Tioy

Poiché m, = 0, allora anche m, = 0.Per o2 si ha

0% = Ky(0) § Puo(0) = [pyy (D) * g, O] le=0 = [, FPyy(©) * ey, (0} df =

m, =0
=" F{pyy(w}# (=DIdf = [Z P (f)df = py,(0) = o?
F{ew = [H(D)|?

y(0)=x(t) * k1 (1) +x(t) * ko () = g1() + g2(D)

Pyy(D) = y®Oyt+1) "= [g:() + g ®][g:(t+ D +g.(t+D] * =

= g, (0g.(t+ 1) S 5OREFD T+ GORCFD + 5O FD t =
= Pgig1 (0 + Pg.g, (0 + Pgig, (0 + Pgig; (-

Pgig. (1) = pxx(7) * €k ik, (), Pg,g, (1) = pxx(7) * €k, ks ()
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Pg,g, (D = g1 (D (t+1) "= g1 () ® g() = g", (=) * g,(1) = g1 (—1) x g, (V) =
= [x(=t) * hy(=t)] * [x(£) * hy()] = x(—1) * x(t) * hy(—t) * hy(t) =

= pxx(T) * €nyh, (T)

Flpg.e, (O} = (). Flenn, () =PA(f) . Hi(=f) . H(f)

v

0) +

Pv(V) = e *% | of= o= p,(0)=p Pgg, (0 +2p, , (0);

2Toy, 8181

o)

Pg g, (0) = f F (P, (0) df = f F(prx(0) * en.p. (0} df = f F{px (D)} F{ e, (0} df =

0o 2 2 1 6
= J_ Pc(® . [Hy(DI?df = £ 2No + £ 2No 5 = =No

: 3 3 1 15
szg2(0)=f F{p,, (0 * ehzhz('f)}df=f P(f) . [Ha (D17 df = = No + = 3No 5 = o=Ng
1
o) T 6
Parg, (0) = J P(). Hy(—DH,(Hdf = flpx(f)= ON
0' = _NO V= _\/W Ay V:\/W
Si ha poi / /
I |
| |
1 ——2 | | >
pV(V) - \2mo, e o -2 2 v
(0 w<0 U w=>4

Puen) | [Zo @)Y + [ py(@)dv = 2erfe (D). uglw —4); erfe(x) = [ e dt; w =4

W

2

ev ; 0O<w<4

1
V2mo,

1 1 -
— I+ e
2Vwl  2mo,

w
52
|-

203 | =
2vwl  2nwo,
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ESERCIZIO 31

v(t) = yA(1)

X0 Ca(2mwt) E I i -

Sia X(t) una realizzazione di un processo gaussiano, stazionario ergodico a media nulla e con
covarianza K,(t)= Ca?(2nwr); si calcoli

A 4

A\ 4

a) Pyy (0);

b) La gerarchia di ordine 1 per v(t)
SVOLGIMENTO

a) Si ha pyy(T) = pxx(T) * ehh(T) - F{pyy(r)} = Py(f) = Px(f)lH(f)lZ
dove
mx:O

Pxx(T) = K (1) + m, £ Ky () = Pi(f) = F{Ca(2nw1)} = TiﬂreCtZW(f) * rectyy = ﬁtriZW(f)

IH(P)I= o recty, (f)

v

P (f) = ! [rethW(t) + triy, (f)] = pyth) jv [2w Ca(2twT) + w Ca?(mtwT)]

1 -5 1
py(y) = N e 29%; 032' = Ky(0) = pyy(0) = W[ZW‘FW] = 8w
y
Da cui
0; v<0

1 == 1 1 == —oe

pv(M{_- e 207 |— + . | | e 29.  v>0
V2moy vl W chy 2\v Z’ITVO'y
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ESERCIZIO 32

;m X(t)

&
v(t) W(t): 2 t)

—— 90

— uy(t—T)

y(®

Sia v(t) una realizzazione di un processo gaussiano, stazionario ergodico a media nulla con spettro di
densita di potenza bianco P, (f) = 2T

9(t)=5 rectr(V);

Si calcoll la funzione di densita di probabilita della v.a “z” estratta dal processo Z(t) per t=0.

Nota: essendo i processi in gioco stazionari ed ergodici, Ia statistica del primo ordine ¢ la stessa per
qualsiasi istante di tempo si consideri

SVOLGIMENTO
z{) =y@) +x@®) =wt-T) +2w(t) » 2z = w0 —-T) + 2w(0) = w; + 2w,

Il processo W(t) € pero ancora gaussiano, stazionario ed ergodico, come V(t), da cui

_ (w—my)?

208 con m,, = 0 essendo m, = 0,da cui

1
pW1 = pW2 = \/ﬁo.we
m, = m,,, + 2m,, = 0 sihapercio che anche z & una v.a gaussiana con

72
262

p,(z) = == © 207 distanza temporale tra w; e w,
. 2 ~570 —_— o W1,Wo, T —~ W1 —~ W2 — WiW2
Rimane da calcolare o7 = z§ = (wq + 2w;) = w{ + 4w + 4wiw, =
= 50% + 4m,AD(T)
Dove
mw(l'l)(T):pww(T) = Py (T) * egg(T)I‘r:T
1 2
gs(0) = 8(0) @ 8(0) = &' (=0 * 80 = (57) - 2T trizn(D) = Ztrizn(D)
1 w = pww(o) =1 "
= [2T — tri = tri 1 =7
P9 = [2T00(0] # [ triar (O] = twian (@ = 3wy _ Lo

Z

1 _z
7Z) = e 14
Pz ( ) \/ﬁ’ll
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ESERCIZIO 33 [ESAME DEL 20/04/2007]

Sia X una variabile aleatoria con funzione di distribuzione di probabilita:

— e%* x<0

1
1—56‘4" x>0

Si calcoli la funzione di densita di probabilita della variabile aleatoria Y, ottenuta tramite la
seguente trasformazione:

1 X<-2
(x+1)° x €[-2,-1]
S x e[-1,0]
x? x €[0,2]
8-(x-4)° xe[24]
8 X >4

SVOLGIMENTO

La funzione di densita di probabilita della variabile aleatoria X puo essere calcolata a partire dalla
funzione di distribuzione:

dD, (x) [e*

0. ()= 92x ) { -
dx 2e

La variabile aleatoria Y € ottenuta da X tramite la trasformazione y=f(x). Ricordando che

Py (Y) = pr[g ]dgd—y)‘

avendo indicato con gi(y) le funzioni inverse dei diversi tratti della funzione f(x). In particolare:
d 1
f,0)=(x+)* —gM)=-1-y - av) __

2
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[00=X" >0,0)=+ly »dgz(y) %

dg;(y) 1
dy 2,/8-y

f(x)=8-(x-4)" —>g,(y)=4-\8-y —

La funzione di densita di probabilita della variabile aleatoria Y pu0 essere, quindi, calcolata nel
seguente modo:
e y<0 —»p, (=0

e y=0- pY(y):J.Olezxdx'uo(y):%[ez :I_ Uy (y) = l:z 21 j| Uy (Y)

e 0 <y < 1 -
dg, (y) dg, (¥)| _ a1 1
— . + | =e —t 2e Y. =
Py (Y) = Py I:gl(y)] ‘ dy Px I:gZ y):l dy ZW ZW
1 “214y) 4y
=——.|e +2e
2y [ ]
2 L 1
o y=L 0= edeuyy-1 =26 ] uply-D) =5y
dgz (y) SN 4\F
o l<v<4 = |2 =2e
y=4 —>py (y) Px I:gz (y):l dy 2\/_ \/_
dgy (v)|_, aeey) 1 eV g gty
e 4<y<8 = : =2e : = T
y — Py (Y) =Py I:gs(y):l dy 2\/8—)/ \/8—y e'® \/8—y

o y=8p,0)= [ 2 oK U8 =2 ] Uy y-8) =y 5-9)

e y>8 - p,(y)=0

In sintesi:
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y<0
B—Z—iz]uo(y) y=0
%'[e—2(1+\/)7)+2e—4\/)7:| 0<y<1
y
Uy y=1
Py ) =1 a
1<y <4
Jy
%'—e;ﬁ 4<y<8
€ -y
1
2% ~16 u (y 8) y:8
0 y>8

Verifica che la py(y) soddisfi la condizione di normalizzazione:

” R S N IR BAP SN 1 etV 8 1 .e“'J'*_y 1
L PeOMy =3 2e2+j°2 y 2 y}dwF%waLeTﬁ \/8—ydy+2e16
_l_i_Fi 1ﬂd + le_4\/7d + 1 + 4e_4 8€ F _

2 2¢% 2e* 0 fy Y LW Y oe L 1ef\/8 y +2e16_

1

AR A AT e L

1 1-¢e* 1-¢* 1 1—e“_1—e8 1

2
1
2 2¢7 2 2e* 2" 2% 2¢" +2e16
1
2

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1

+ +4 - +——
2% 2e* 2e* 2e* 2 2e* 2e® 2e* 2™ 2e®  2e"
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ESERCIZIO 34 [ESAME DEL 30/11/2004]

_””"'”l

Sia X una variabile aleatoria gaussiana a valore atteso nullo (m, =0) e varianza o> = 4.
a) Calcolare la f.d.p. della variabile aleatoria Y ottenuta mediante la trasformazione:

y
10

08 t

06 +

04 +

3 2 1 1 2 3
b) Si calcoli il valore atteso di Y

SVOLGIMENTO
a) Essendo X una variabile aleatoria gaussiana, la sua funzione di densita di probabilita avra la

seguente forma:

_(x—mx)ZJ 2
1 [20& __ 1 %

=———c¢ =———¢
2n0§< 2N2n

La trasformazione che consente di ottenere la variabile aleatoria Y pu0 essere formalizzata nel
seguente modo:

1 x<-1

-X x €[-1,0]
y=f(x)=

X x €[0,1]

1 x>1

Ricordando che

Py () = pr [a,(y)]- ‘dg (y)‘

dy
avendo indicato con gi(y) le funzioni inverse dei diversi tratti della funzione f(x). In particolare:
d
(00 =% >g0)--y >
y
L09=x >0,0)=y L1

La funzione di densita di probabilita della variabile aleatoria Y pud essere, quindi, calcolata nel
seguente modo:
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y<0 —p,(y)=0

yel[0,1] —
Py (¥) = Px [gl(y)]-‘dgé(y)

y=1—>

o, (y) = [ [ o 0odx+ [, (x)dx} Up(y—1) = [ J: 2 L PV J_
1 1 1 1 1
= {E erfc[mJ + Eerfc(mﬂ U (y-1) = erfc(m U (y=1)

Ricordando che erfc(x) = % I et
T[ X

——€ 8dx Uy (y-1) =

y>1- p,(y)=0

In sintesi:
0 y<0
1
—— ¢ 8 O<y<1l
Jor Y
1
=<erfc| —= |-u,(y-1 =1
Py (Y) (2\5} o(y-1) y
0 y>1

Verifica che la py(y) soddisfi la condizione di normalizzazione:

I:: py (Y)dy = J-Ol «/% e,y? dy +erfc (%) =erf ( 2\1/_J +erfc (Tj =

: 2 x g
Ricordando che erf(x) = ﬁj.o e dt

b) il valore atteso della variabile aleatoria Y puo essere calcolato nel seguente modo:

+o0 1 v
mY=I,wy-pY(y)dy=jOy-ﬁ de’ferfc(z j [y -uby-ddy=

5l

=erfc(LJ—ir—X 8dy erfc( 1 J—i e_% =erfc( 1 j_ 4 -e_%+ 4
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ESERCIZIO 35 [ESAME DEL 29/09/2007]
Sia X una variabile aleatoria gaussiana a valore atteso nullo e varianza o> = 2.

a) Calcolare la funzione di densita di probabilita della variabile aleatoria Y ottenuta mediante la
trasformazione

3 2

b) Si calcoli il valore atteso di Y.

SVOLGIMENTO
Essendo X una variabile aleatoria gaussiana, la sua funzione di densita di probabilita sara pari a:

[ x=my)?
e 20§<

In particolare, poiché X & a valore atteso nullo (m, =0) e o> =2, la sua funzione di densita di

XZ

o . 1 =
probabilita risultera pari a: p, (X) =——e *
Jan

a) Lavariabile aleatoria Y ¢ ottenuta da X tramite la trasformazione y=f(x) con

Py (%) = ———
2mCy

2X+2 -1<x<0
y=F(x)=
-2Xx+2 0<x<1

. n d ,
Ricordando che p, (y) = > py ][ g, (y)]‘ 9d§Y)‘
i=1
Con ay=1 2 Yy _J2 dy
2 g,(y) dy | 1_do.(y)
2 2 2 dy

Di conseguenza si ha che
e y<0 —>p,(y)=0

105/122



Biometric Systems and
@ \ g
® O W a Multimedia Forensics LAB
o y=0—>

= B erfc (%j + % erfc(%ﬂ Uy (y) = erfc@j Uy (Y)

e ye[0,2] »
dgi(y)‘:px{x_l}gw{l_z]z:
dy 2 |2 2] 2

Py () = i"lex Kt (y)]"dga—(y) = gpx Lo (y)]:

L el e 1 ) ) )

~odan 2J4n N 2J4n Jan Jan
e y>2- p,(y)=0

In sintesi:
0 y<0
o
pY(y) = 1 (y-2y
e 16 O<vy<?2
N /
0 y>2

Verifica che la py(y) soddisfi la condizione di normalizzazione:
. 2 1 -2 1 1 1
dy=| —e ¥ dy+erfc|=| =erf| = |+erfc| =
[ pvydy=] = y+ (2) (2j+ (Zj

: 2 x e 2 e g
Ricordando che erf(x)_ﬁ_[oe dt eerfc(x)_ﬁjX e dt

1

b) il valore atteso della variabile aleatoria Y puo essere calcolato nel seguente modo:

Py (y) = [ [ pe(ydx+ jfm(x)dx]uo(y) - { j_:ﬁef*dx + jfﬁef*dx]

ROMA
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uo(Y) =

+o0 2 1 7()’—2)2 - 2y
my=_|.wy-py(y)dy:'[0y.ﬁe 16 dy+erfc[ j j y-u, (y)dy = FI y-e 1 dy

Avendo posto: y—2=t

t2
m ’ t+2)-e ®dt =

1 1 o
T 7l
= —%[e_;ﬁ} + 2erf (%) = 2erf (%j—%-[l—e”“]

8 o t
16o|t+—j e it ———8_ [ - elﬁdt+—j o i
\an 2 8
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ESERCIZIO 36 [ESAME DEL 26/04/2005]
Si consideri la variabile aleatoria bidimensionale (X,Y) con funzione di densita di probabilita

Py (X, Y) = K] y|rect, (y) rect, (x-1)

Si calcolino valore atteso e varianza della variabile aleatoria Z=X+Y avendo determinato il valore
di K.

SVOLGIMENTO

La funzione di densita di probabilita puo essere pensata nel seguente modo:

—Ky -%<y<0,0<x<2
pX,Y (X’ Y) =K | yl reCtl(y) rECtz(X_l) = 1
Ky O<y<5,0<x<2

Il dominio di definizione della funzione di densita di probabilita & quindi il seguente:

'IEy

0.5

La funzione di densita di probabilita fornita deve rispettare la proprieta di normalizzazione, ovvero il
suo integrale esteso a tutto il dominio di definizione deve essere pari ad 1. Si ha pertanto, sulla base
degli intervalli di definizione per x e y:

J:O Ij: Py v (X, y)dxdy =1

[ 7] oy (x y)dxdy = [ D Kydy+I2Kydy}dx [ {__[y Ti+ [y 5 } I;{%Jr%}b‘:g:l
Da cui si deduce che K=2. Di conseguenza

-2y -%<y<0,0<x<2
Px.y (%, Y) =2]y| rect, (y) rect,(x-1) = 1
2y O<y<5,0<x<2

Si puod dimostrare che X ed Y sono statisticamente indipendenti. Infatti si ha che:
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P, (X) = j: Py y (X, Y)dy = L —2y-rect, (x—1)dy + jf 2y-rect,(x—1)dy = Erectz(x—l)

+00 2
pv) = Puy (6, y)dx = [ 2]y | rect,(v)dx =4| y | rect, (y)

Px.v (X’ Y) =Py (X) Py (y) =2 | Y| reCt1(y) rECtz (X_l)

La variabile aleatoria Z & ottenuta tramite la trasformazione Z=X+Y, con X e Y statisticamente
indipendenti. Per quanto riguarda il valore atteso quindi si ha:

mZ = EZ{Z}: EXY{X+ y}: mX+ my

2
w1 2 X NG
m, = x-=rect, x=Ddx=| —dx=|—| =1
X .[700 2 2( ) .[0 2 |:4 i|0

0
[ 0 ) 1 2 NG
my = J.—oo y4| yl reCtl(Y)dy = I;—4y dy—i—J.Oz 4y dy _—4.[?}_

m=m+m, =1

z X y

Per la varianza si ottiene invece:
o2 =6’ +0°

2 372
cisz’—mizj' x2.Erectz(x—l)dx—lzjzx—dx—lz x)_4,.1
~" 2 02 6| 3 3
o2=m® -m _I y>-4|y]|rect, (y)dy j —4y3dy+j24y3dy [ y]l+[y“};—i+i:1
°© 16 16 8

Gf=<5)2(+62:1+l:E
Y3 8 24
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ESERCIZIO 37 [ESAME DEL 9/07/2004]
Sia data la variabile aleatoria bidimensionale (X,Y) con densita di probabilita

Px.v (X, y) = a(l—y)rect,(x—1)rect,(y)
Calcolare il valore atteso e la varianza della variabile Z=Y-2X, avendo calcolato il valore di a.

SVOLGIMENTO

.....

y

0.5

-25 2 -15 B -05 0 05 1 15 25 3 35

-0.5

5]
La funzione di densita di probabilita fornita deve rispettare la proprieta di normalizzazione, ovvero il
suo integrale esteso a tutto il dominio di definizione deve essere pari ad 1. Si ha pertanto, sulla base
degli intervalli di definizione per x e y:

[T Py y)dxdy =1

_[ I Py v (X, y)dxdy = IU all- y)dy}ix ocJ[ Tl dx = Zoaj' dx =40 =1

Da cui si deduce che a = % . Di conseguenza
1
Px.v (X’ y) = Z (1_ y) rect2 (X_l) reCtz (y)

Si pud dimostrare che X ed Y sono statisticamente indipendenti. Infatti si ha che:
2

Py (X) = I Py v (X, y)dy = I —(1 y) rect, (X— 1)dy_—rect (x— 1){y—y?} —%rectz(x—l)

) =[Py (oY) = [[ 5 (A= y) et () e = (- ) rect, )

P (43) =P (9 Py () = @-y)rect, (x-Drect, ()

La variabile aleatoria Z & ottenuta tramite la trasformazione Z=-2X+Y, con X e Y statisticamente
indipendenti. Per quanto riguarda il valore atteso quindi si ha:
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m, =E {z}=E, {-2Xx+y}=-2m +m,
w1 2X x2 T
m, :Lo X-Erectz(x—l)dx :J'O de :{Tl =1
vyl 1111 1
= =@- t,(y)dy = dy==+| Z—-"-| ==-=-=-= =—=
m, jy (L-y)rect, (y)dy = j(yy)y {2 SL T 53
mz=—2mx+my=—2—£=—Z
3 3
Mentre per la varianza, poiché x e y sono statisticamente indipendenti, si ottiene che:
2
o2 =Y a’‘cy =4o’ +0o,
—— 2 x? T 4 1
Gi=m§(2)—m)2(=_[ x2~—rect2(x—1)dx—1=j—dx—1= — | ===1==
— 2 02 6], 3 3
1 1y y'] 111 2
—m® — 1 t dy—= | | _Z_Z_Z-_=
o =m{ —m} jy(y)rec(y)y j(yy)y {34_19399
c72=4csz+cs2=£+g:E

7 3.9 09
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ESERCIZIO 38 [ESAME DEL 13/07/2005]

Si consideri lo schema in figura, ove X(t), Y(t) e Z(t) sono tre processi aleatori mutuamente
statisticamente indipendenti.

Z

i(t)
x(t) s(t)
\/ N -

Sia X(t) un processo gaussiano ergodico a valor atteso nullo (m, =0) e funzione di covarianza
Ky (7) =16-7, Y (t) un processo armonico, ergodico con ampiezza A=50 e f, =20 MHz, Z(t) un

processo gaussiano ergodico a valor atteso nullo (m,=0) e funzione di covarianza
K, (t) =25-tri,(t). Si calcoli lo spettro di densita di potenza di S(t).

SVOLGIMENTO
Considerando i processi X(t), Y (t) e Z(t), date le realizzazioni x(t), y(t) e z(t) il segnale s(t) e ottenuto
come:

s(t) = x(t) - y(t) +z(t)
Lo spettro di densita di potenza del processo S(t) € pari alla trasformata di Fourier della funzione di
autocorrelazione di una realizzazione del processo:

Ps(f) = F{pss(v)}
Poiché X(t), Y(t) e Z(t) sono processi ergodici, anche S(t) sara un processo ergodico. Per la funzione
di autocorrelazione si ha:

Pss(T) =S(t) - s(t+ r)t =[x(t)- y(t) + z(t)]- [x(t+ 7)-y(t+ 1)+ z(t+ r)]t =

= X(t) X(t+ 1) - y(t) y(t+ 1) + X(1) - y(1) - z(t+ 7) + 2(t) - X(t+ 1) - Y(t+ ) + 2(t) - z(t+ r)t =

= XO X+ 1) YO YT+ 1) +X(©- (0 - 2(t+ 1) +2(0)-X(t+ 1) Yt 1) +2(0)- 2(t+ 1)
Tenendo conto dell’ergodicita e dell’indipendenza statistica dei processi si ha che:

Pes (T) = X(O) X(t+ 1) - Y(O) YT+ 1) +X(0) - YO -2(t+ 1) +2() - X(t+ 1) y(t+ 1) +2(0)- z(t+T) =
= Pxx (7)- Pvy (7)+ Pz (7)+ 2m,m,m, =p,, (1) Pyvy (1) + pzz(T)

Per quanto riguarda le funzioni di autocorrelazione di x(t) e z(t) si ha:

Ky (1) = Pyx (1) = m?( =Pux (1) = Pxx (1) =16- e

K, (1) =p,,(t)—m2 =p,, (1) —> P, (t)=25 tri, (1)
Per quanto riguarda y(t), essendo Y (t) un processo armonico si ha che:
2

Pyy (T) = A? cos(2nf, 1) =1250-cos(2nf, 1)

con f, =20 MHz. Quindi lo spettro di densita di potenza di S(t) risultera pari a:
PS (f) = F{pss (T)}: F{pxx (T) “Pyy (T) +Px (T)} = I:)x (f) * PY (f) + I:)z (f)
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Px (f) = Ile : e_BM g i2rtry T= IlG e eIy T+ IlG .e 3t g i2nfry 1=16 J.e(3’1'2ﬂf)1 dr +16J.ef(3+1'27rf)r dt=
e - 0 !

3—j-2nf = 3+j-2nf 3—j-2nf 3+ -2nf 9+ 4n°f?
96

P(flz=—

<D 9+ 4n%f?

P, (F) =625-{u,(f—f,)+u,(f-f,)}
P, (f) =100-Ca?(4xf)
In conclusione:
60000
Ps(f) = Py (F) * P, (f) + P, (f) =9 anf?

- 80000, 80000 40 coz(ant
9+ 4r(f —f,)7  9+4n(f +f,))

#{ug (F—F,) + Uy (F—1,)} +100- Ca? (4nf) =
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ESERCIZIO 39 [ESAME DEL 13/02/2006]
Data la non linearita

y = rect, (X)
al cui ingresso € applicato il processo armonico ergodico di ampiezza uguale a 2 e frequenza F = 5
KHz, calcolare:
a) La gerarchia di primo ordine del processo di uscita Y (t),

b) L’autocorrelazione del processo d’uscita

SVOLGIMENTO
a) La situazione e la seguente:

x(t) vit)

Dove x(t) e la realizzazione di un processo armonico: X(t) = A-cos(2nf,t+¢) = 2-cos(10000rt+ o) .
La gerarchia del primo ordine di un processo armonico é pari a:

; -A< X <A ; -2< X <2
Px(X) =9 TA? —x? - p(X) =1 nfa—x2
0 altrove 0 altrove

La realizzazione del processo armonico ¢ applicata all’ingresso della non linearita:

_ rect, (x) = 1 -l<x<1
y=reeb=10 altrove

Di conseguenza la gerarchia di ordine 1 del processo Y(t) risultera pari a:
-1 +0 +1
Py (y) = [ [P 0ddx+ [ i) dx} Ug(y)+ [ P () dx- Uy (y-1) =

dx+ rz

-1 1 1 +1 1
=|| —f/—— —dX [-u,(Y)+| ———
D‘z N4 —x? ' o4 -x? } o) J.’l N4 —x°

= {[% arcsin (gﬂ_z + E arcsin (gﬂl } u,(y) + { arcsin ( 5 ﬂ_z Uy (y-1) =

2 1
Py (Y) =§~uo(y)+§-uo(y—1)

Per quanto riguarda il valor medio e la varianza di Y si ha:

dx'uo(y_l) =
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+00 +00 ~+00 +0 1
m,=[ "yp,(dy=]" y'[g'uo(y)+§-uo(y—1)}dy=§fw y'uo(y)dy+§Lo y-uo(y—l)dy=§

_””"'”l

+0 +o0 2 1 2 p+o 1 p+o 1
(2 _ 2 — 2.0 Z. —. _ = 2, = 2, _ ==
m? ="y, (dy=]""y [3 U (¥)+35 Usly 1)}dy—3fwy Uo)dy+Z [y uo(y-Dey =

2 _ @ _ 2
cSy_my my_ -

2
9

Wl
O

b) Per calcolare I’autocorrelazione del processo d’uscita si consideri la trasformazione

_ rect, (x) = 1 1< x <1
y=rec00= 0 altrove

Per cui si ha che y(t) =1 per -1 <x(t) <1 ovvero y(t) =1 per —1<2cos(10rt+¢) <1
-1<2cos(10nt+ @) <1 —)—%S cos(10mt+ ) S% —>g+ kn<10mt+ ¢ < 2_3n+ kr

LI e Kt o K
30 10n 10 15 10n 10
Di conseguenza il segnale y(t) in uscita dalla non linearita risultera essere pari a:
< 1 ¢ Kk
)= > rect, [ t——+———
v kZ; ;O( 20 10n 10}
Poiche il processo armonico X(t) & ergodico e, quindi, stazionario, la fase ¢ risultera essere

uniformemente distribuita in [, 7]. Di conseguenza la quantita % sara compresa nell’intervallo
T

—i< ® <i e, quindi, si puo concludere che il segnale y(t) € un treno di rect che non si
10 10n 10

sovrappongono tra loro:
y(t)

0.5

|
-
-

b
e
,
L)
=
) e
=
=
ol
5e
~
L
=
=R
2 4=
=k
a|
=
(= I
._.l
=

Poiche siamo in presenza di un segnale periodico, I’autocorrelazione del processo d’uscita puo essere
calcolata nel seguente modo:
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Doy (T) = _Z|Y”|2 giznFe

Avendo indicato con T il periodo del segnale y(t) , con F la quantita F= = econ Y, icoefficienti di

Fourier del segnale y(t) .
Ricordando infine la proprieta di traslazione nel tempo per la serie di Fourier:

X(t) < X,
X(t—1) < X e 17
si possono calcolare i coefficienti di Fourier Yy, a partire dalla versione di y(t) non traslata:

+00 k
X(t) = rect, | t——
0= 2 ( 10]

k=—o0
X, = A Ca[nnFA] = lCa[n E}
T 3 3

¢

Il segnale y(t) e ottenuto a partire da Xx(t) per traslazione di una quantita t = 20" 107’ di conseguenza
T

coefficienti dello sviluppo del segnale y(t) risultano essere pari a:
j : 2
Yn = Xne*jannT — lca nE 'e—jZOnn [%—ﬁ) _ lca B E .e—jnn{l_?"’]
3 3 3 3

In conclusione I’autocorrelazione del segnale y(t) risultera essere pari a:

j2nF < |1 L 7j””‘(17ﬁ)2 20 1& 2| 0| j20
Py (1) = Z Y, | e = > —Ca{ng]e )| gl2omm =35 Y Ca [ng]e‘ i

=—00 N=-o 3
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ESERCIZIO 40 [ESAME DEL 08/06/2004]

Siano X(t) e Y(t) due processi gaussiani, mutuamente statisticamente indipendenti, a valor atteso
nullo e funzione di covarianza pari rispettivamente a:

Ky (1) = Ca’ [ 2mwr]
kyy (1) = Ca[2nwr]

Sia Z(t) il processo la cui generica realizzazione € data da Z(t)=2X(t)+3Y (t). Cio posto si calcoli la
gerarchia di ordine 2 del processo S(t) la cui generica realizzazione ¢ data dall’uscita del filtro con
risposta impulsiva h(t) = Ca[2zwt] quando in ingresso venga applicato z(t).

SVOLGIMENTO
La situazione e la seguente:

x(t) (%2 O Z(£) .| 1) = cafzrwt SO

Poiché i processi X(t) e Y(t) sono entrambi a valor atteso nullo (m, =m, =0), si ha che
Pux (1) =Ky (1) = Ca’ [ZTEW’L']

Pyy (1) =Ky (1) = Ca[ZTCW’C]
Poiché sia X(t) che Y/(t) sono gaussiani ed ergodici e poiché le trasformazioni applicate sono lineari
si ha che il processo S(t) sara anch’esso gaussiano ed ergodico. Per quanto riguarda il valore atteso
di S(t) si ha:
m,=2m,+3m,=0 = mg=m,-H(0)=0
Per quanto riguarda la funzione di autocorrelazione, ricordando che i processi X(t) e Y(t) sono
indipendenti e a valor atteso nullo, si ha:

p,, (t) =z(® z(t+ 1) =[2x()+3y®I2X(t+ 1)+ 3y(t+ )] =
= Ax(O)X(t+ 1) + 9y(D) y(t+ 1) + 6 y(O) X(t+ 7) + 6x(D) y(tr 1) = Ax(O)X(t+ 1) +9y(®) y(t+ 1) +

+BY(OX(tr 1) +6x(0) y(t+ 1)

Ricordando che i processi X(t) e Y(t) sono stazionari si ha:

P, (T) = 4Py (7) + 9Py (1) +12m, m,, =4Ca’[2nwr]+9Ca[2nwr]
Quindi per il processo S(t) si ha:

Pss (1) =Kes (1) = F {P ) |H(f)|2}

h(t) =Ca[2mwt] — H(f)- rethW(f)
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P, (1) =4Ca’[2nwr]+9Ca[2nwt] — P,(f)= %tri2W (H+ % rect,,, (f)

9
of2w Wrectz“,(f)
2w

2. .
/ \ GTIIZW(O
0 f
I_zw I -w I 0 I w 2w
+ P

13/ 2w 2

lf 13 i i3

-+ - =
Y-+t Yo it
1 11/2w

l -
y=ito __Llg.2
o " vt
/ IJ \ fL
- - . - . - . n L

Py =P () [HODF =Po() - rect,, () = o recty, (B+=tri, ()
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B
13
Y=JT:-5 % aw? }__=_3_;;f+%
-
aw?
f
-wW W
1 4 11
S(f)— rethW(f)+2 tri, () > ps(t) =Kes(t)=F*{Ps (f)}=2—Ca[2n:Wr]+2—Ca [nwr]
w w
Per quanto riguarda la varianza di S(t) si ha:
1 1 6
0)=——+ - =
=Pss(0) 2w 2w w

Poiché sia X(t) che Y/(t) sono gaussiani ed ergodici e poiché le trasformazioni applicate sono lineari
si ha che il processo S(t) sara anch’esso gaussiano ed ergodico. La gerarchia di ordine 2 di S(t) sara
pari a:

1 e—%-[@—msf Ks'(s—ms)|

$,5,T)=——F——-
psl,sz(l 2 ) an

m R K,
Conm,=| ' |eKy=| © ,avendo indicato con k,, =
msz k2,1 GS

(8]

=mg~ —mg mg lacovarianza.

5.8 s,

Nelle precedenti formule con s; ed s, si sono indicate le realizzazioni delle variabili aleatorie Sy e S
estratte dal processo aleatorio negli istanti di tempo t; e to. Poiché il processo e stazionario il valore
atteso e la varianza non dipendono dall’istante di tempo considerato per cui:

mg =mg =mg =0
6

2 _ 2 2 Y
Og =0Og, =0g = W
Inoltre

1

k., =055, =m§? —mgmg =m{™ =pe(r) = —Ca[27rWT]+mCa2 [mwr]
Per cui
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2 A e Ca[2nwr]+ iCa2 [nwr]
s, Ki2 w 2w 2w
KS = 2 = =
Kyy O 1 2 6
' 2 —Ca[ZnWr]+—Ca [nWr] —
2w 2w w
:i 6 1—210a[2nWr]+;Ca [TEW’C]
W %C&[ZTEWT]-F%C&Z[TCW’C] 6
In conclusione la gerarchia di ordine 2 di Y(t) sara pari a:
o (5.5,0) = 1 _e—%{@—ms)TKgl@—ms)]
S Zm/deth
Con
1 11 1 ’
det(K,) ZW{% [2 Ca[2nwr]+ 2Ca [nWr]} J
1 il O [27wr] - i Ca’[nwr]
K= 2| 1 N - 6
Vtz.(sa {121Ca[2nWr]+ Ca’ [nwc]U 5 Cal2n WT]——CaZ[ﬂWT] "
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ESERCIZIO 41 [ESAME DEL 29/09/2007]

Data la non linearita istantanea y(t)=[x(t)|, ove x(t) & una rappresentazione di un processo ergodico
gaussiano caratterizzato dallo spettro di densita di potenza

P (f)_ rethW(f)

Calcolare il valore atteso e la varianza di z(t) = y(t) y(t+1) essendo t=1/w.

SVOLGIMENTO
La situazione e la seguente:

X(t)] M y(t=x(t)| z(t)

Uy (t=1)

La realizzazione y(t) € ottenuta tramite la trasformazione y(t)=[x(t)|, ovvero

Xx<0
x>0

yzf(x)z{fx

Il processo X(t) & un processo gaussiano per cui la gerarchia di ordine 1 del processo risultera essere

pari a:
[ (x=m,)?
1 e[ 20} ]

Px(X) =

§ J2noy
Poiché lo spettro di densita di potenza Px(f) non contiene impulsi nell’origine, si deduce che il valore
atteso di x(t) e nullo: m =0
Inoltre si ha che
Kyx (1) = Pxx (T) — mf( =Pyux (1) = F* {Px (f)} = Ca[r2w ]
Infine quanto riguarda la varianza si ha
Gi = m§<2) _mi = m§<2) =Py =pxx(0) =1
La densita di probabilita della variabile aleatoria monodimensionale X (gerarchia di ordine 1) estratta
dal processo X(t) in un generico istante risulta quindi essere pari a:

XZ

1
px(X)ZEe 2
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Attraverso la trasformazione y=f(x) e possibile ottenere la gerarchia di ordine 1 del processo Y(t). In

dg, (y)

particolare ricordando che p., (y) :pr [gi (y)] d—y‘ indicando con gi(y) le funzioni inverse
i=1

dei tratti della funzione f(x) si ha:

d
L)=x —gl(y)=y %%zl
y
d
f0)=-x —g,(y)=-y %%y)?l
3 dg, (v)| _ P e S T S I
pY(y)—ilepx[gi(y)]‘ y ‘—px[Y]+px[ y]—Me tme e
0 y<0
pY(Y): 2 e
——e ? >0
\N2n y

Da cui si possono ricavare il vanre atteso e la varianza di Y:

+o0 2 Y +°° 2
m, = dy= [ 2 yeray— 27| - [?
= yp ey =" Nrtal «E{ l .

—a 2 T
m® = e 2dy=—2u [T 21
Iypy(y)ij— V=71
2 -2
csizm(yz)—myzzl—;:—1T

R . . . . . ~ — <t . ,
Per quanto riguarda il valore atteso della variabile aleatoria z si ha m, =z = y(t) - y(t+t) . Poiché
il processo é stazionario si ha che il valore atteso non dipende dall’istante di tempo in cui la variabile

aleatoria viene estratta [y(t+ r)t = @t = mv] e quindi si ha che

m,=m —-m, =0

Per quanto riguarda la varianza invece si ha:

o} =m —m? =m’

Per calcolare la varianza é quindi necessario calcolare il momento di ordine 2 del segnale.
z —t ot t t R

m® =22 =22(t) =[yO-y{t+1)] =y’® +y*(t+1) —2y®-y(t+1) =2m —2-p,(7)

Per quanto riguarda il secondo termine si ha:

dato che pyx (r = %) =0

X(t) e x(t+7) sono incorrelati. Ne segue che anche i rispettivi moduli saranno incorrelati, ovvero:

(r=5)=0
T=—)=
Pyy W
Quindi il momento di ordine 2 della variabile aleatoria z puo essere calcolato come:
m® = Zm(z) =2
VA

In conclusione o> = m&® =2
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